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Zusammenfassung

Zunächst wird ein intuitiver Überblick über die theoretisch-physikalischen Aspekte des Kondo-
Effektes gegeben. Angefangen bei dichtefunktionaltheoretischen Ansätzen für Kondo-Systeme
über P. W. Andersons Modell für magnetische Verunreinigungen bis hin zum renormalisierten
Kondo-Modell von J. R. Schrieffer und P. A. Wolff sowie dessen numerische Implementierung
mittels des Computerprogramms HYDRA werden die wichtigsten Größen und Näherungen
hergeleitet. Um die theoretische Physik in diesem Bereich mit der theoretischen Chemie zu
vergleichen, wird ebenso auf die Theorie von D. R. Hartree und W. A. Fock sowie auf das
Konzept entropischer Korrelationsmaße eingegangen. Durch eine Analyse der Kondo-ähnlichen
Eigenschaften des Wasserstoffmoleküls mit diesen Methoden soll ein Einblick in die Korre-
spondenz physikalischer und chemischer Sprachkonventionen erhalten werden, insbesondere
hinsichtlich des Korrelationsbegriffs. Die Analyse der Hybridisierungsfunktion des Wasserstoff-
moleküls weist auf dessen Eignung als Modellsystem für die Untersuchung des Kondo-Effektes
hin. Ein Vergleich der Hybridisierung mit der fraktionalen Orbitaldichte führt zu einem tieferen
Verständnis der statischen und der Kondo-Korrelation. Darüber hinaus kann eine beispielhafte
Anwendung der Hybridisierungsfunktion im Rahmen der Ligandenfeldtheorie illustriert werden.
Zur Prüfung der qualitativen und quantitativen Gültigkeit eingesetzter Berechnungsmethoden
werden darüber hinaus zwei experimentell etablierte Kondo-Systeme theoretisch untersucht,
das Polychlortriphenylmethyl-Radikal und das Blatter-Radikal. Da für organische Radikale
das Auffinden des Verunreinigungsniveaus im Kondo-System nicht trivial ist, gilt der Fokus
insbesondere der Verlässlichkeit einer vor kurzem eingeführten Überlapp-Methode. Dies ist
auch aus Sicht der Grundlagenforschung von Interesse, da die Kondo-Theorie zunächst von
im Kristallgitter lokalisierten, metallischen Verunreinigungen ausgeht, nicht von stark delo-
kalisierten Adsorbatzuständen organischer Radikale. Des Weiteren erlaubt die theoretische
Berechnung der Kondo-Temperatur durch Vergleich mit experimentell etablierten Werten
eine quantitative Beurteilung der angewandten Methoden. Zusätzlich können Informationen
über die Größenabhängigkeit bestimmter Eigenschaften durch eine Variation der Systemgröße
erhalten werden.
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1. Einleitung

Das im Jahr 1934 entdeckte Minimum im Tieftemperaturverlauf des elektrischen Wider-
stands verunreinigter Metalle stellte die Physik viele Jahre vor große Herausforderungen.[1]
Nachdem es J. Kondo gelungen war, eine erste theoretische Erklärung für das Phänomen
zu entwickeln, ist dieses als Kondo-Effekt in die Annalen der Physik eingegangen.[2, 3] Die
Arbeiten P. W. Andersons führten zum Anderson-Modell, das durch die Schrieffer-Wolff-
Renormalisierung in das Kondo-Modell überführt werden konnte.[4–7] Die numerische Wilson-
Renormalisierungsgruppe behob schlussendlich das Kondo-Problem, das in einer logarithmi-
schen Divergenz des elektrischen Widerstands bei Kondos ursprünglichem, perturbativem
Ansatz bestand.[8–10] Durch den Beweis des Theorems von Hohenberg und Kohn sowie
der darauf folgenden Etablierung der Kohn-Sham-Dichtefunktionaltheorie als Werkzeug zur
computergestützten Berechnung der Elektronenstruktur von Festkörpern gelang es erstmals,
Andersons Modell durch Simulationen auf größere Systeme anzuwenden.[11–14] Mittels Pro-
grammen wie HYDRA[15, 16] ist dadurch eine effiziente Analyse der für den Kondo-Effekt
wesentlichen Eigenschaften ermöglicht worden.
Währenddessen stieg das wirtschaftliche und gesellschaftliche Interesse an immer kleineren
elektronischen Bauteilen stetig, sodass beispielsweise spintronische Bauelemente, die neben der
Ladung des Elektrons den Spinfreiheitsgrad zur Informationsübermittlung und -speicherung nut-
zen, in der Chemie und Physik zunehmend an Bedeutung gewannen.[17–19] Die Untersuchung
von stabilen, organischen Radikalen mit modernen Methoden wie Rastertunnelmikroskopie
und Einzel-Molekül-Bruchkontakten offenbarte, dass diese nicht nur die spintronisch wün-
schenswerten Eigenschaften aufweisen, sondern oftmals auch den Kondo-Effekt zeigen.[20–30]
Dank Fortschritten auf dem Gebiet der Dichtefunktionaltheorie wurde es ermöglicht, die
elektronische Struktur solcher offenschaliger Systeme mit gebrochener Spinsymmetrie effizient
zu berechnen.[31–33] Entsprechend naheliegend war der Versuch, die für Metalle entwickelte
Kondo-Theorie auch auf derartige Systeme anzuwenden.[34] Die Frage, die dabei bleibt, ist, wie
gut sich für Metalle etablierte Berechnungsmethoden und Programme auf derartige Systeme
anwenden lassen.
Darüber hinaus ist es durch entropische Maße und Dichtefunktionaltheorie bei endlicher
Temperatur möglich geworden, abstrakte Begriffe der theoretischen Chemie zu definieren, zu
quantifizieren und so mit der physikalisch motivierten Kondo-Theorie zu vergleichen, um auf
diese Art ein besseres Verständnis für moderne Kondo-Systeme zu erhalten.[35–39]
Ziel dieser Arbeit ist es, den Zusammenhang zwischen statischer Korrelation und Kondo-
Eigenschaften formal am Beispiel des Wasserstoffmoleküls zu analysieren und darauf aufbauend
die Kondo-Eigenschaften experimentell untersuchter organischer Radikale mit dichtefunktio-
naltheoretischen Methoden zu berechnen und zu untersuchen.
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2. Theoretischer Hintergrund

2.1. Elektronenstrukturtheorie

2.1.1. Die Born-Oppenheimer-Näherung

Dichtefunktionaltheorie (DFT) ist eine ab-initio-Methode, um das N -Elektronen-Problem
zu lösen.[40] Dieses besteht darin, eine Lösung der Schrödingergleichung für ein System aus
K positiv geladenen Atomkernen mit Koordinaten (R1, . . . ,RK) und N negativ geladenen
Elektronen mit Koordinaten (r1, . . . , rN ) zu finden. Der allgemeine Hamilton-Operator eines
solchen Systems hat die Form

Ĥges = T̂k(R1, . . . ,RK) + T̂e(r1, . . . , rN ) + V̂kk(R1, . . . ,RK) + V̂ee(r1, . . . , rN )

+ V̂ke(R1, . . . ,RK , r1, . . . , rN )
(2.1)

mit dem Gesamt-Hamilton-Operator Ĥges, dem kinetischen Energie-Operator der Kerne T̂k
und dem der Elektronen T̂e, dem potentiellen Energie-Operator der Kern-Kern-Abstoßung
V̂kk, der Elektron-Elektron-Abstoßung V̂ee sowie der Kern-Elektron-Wechselwirkung V̂ke.[41]
Im Rahmen der Born-Oppenheimer-Näherung wird angenommen, dass sich die Elektronen
deutlich schneller als die Kerne bewegen. Gilt das Interesse dem elektronischen Problem,
kann somit die kinetische Energie der Kerne vernachlässigt und die potentielle Energie der
Kern-Kern-Abstoßung als konstant angenommen werden.[42] Daraus folgt die elektronische
Schrödingergleichung

Ĥe |Ψe(R0; r1, . . . , rN )〉 = Ee |Ψe(R0; r1, . . . , rN )〉 (2.2)

mit dem elektronischen Hamilton-Operator

Ĥe = T̂e(r1, . . . , rN ) + V̂ee(r1, . . . , rN ) + V̂ext(R0; r1, . . . , rN ), (2.3)

dem externen Kern-Elektron-Wechselwirkungspotential V̂ext, der elektronischen Wellenfunktion
|Ψe(R0; r1, . . . , rN )〉 und der elektronischen Energie Ee. Die gesamte Gleichung hängt lediglich
parametrisch von den fixierten Kernkoordinaten R0 = (R01, . . . ,R0K) ab.[43]

2.1.2. Das Hohenberg-Kohn-Theorem

Die grundlegende Idee der Dichtefunktionaltheorie ist, dass aus der Grundzustands-
Elektronendichte n0(r) alle elektronischen Eigenschaften des Systems abgeleitet werden können,
sodass das Finden von dieser äquivalent zu einer Lösung der Gleichung 2.2 ist.[40] Eine Recht-
fertigung für diese Annahme liefert das Theorem von Hohenberg und Kohn.
Gesucht ist zunächst eine Möglichkeit, eindeutig einem externen Potential vext eine Grundzu-
standsdichte n0 zuzuordnen. Dazu wird die Menge der multiplikativen, externen Potentiale,
die zu einem Grundzustand gehören, betrachtet:

V := {vext | vext = vext[|Ψ0〉], vext ist multiplikativer Operator} . (2.4)
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2.1. Elektronenstrukturtheorie 3

Für v, v′ ∈ V sei eine Äquivalenzrelation ∼ definiert, sodass v ∼ v′ ⇔ ∃λ ∈ R : v = λ+ v′ gilt.
Damit wird der Quotientenraum V := V /∼ gebildet, in dem alle Potentiale, die sich nur um
eine additive Konstante unterscheiden, miteinander identifiziert werden. Auf analoge Art wird
eine solche Menge für die Grundzustandswellenfunktionen konstruiert:

G := {|Ψ0〉 | ∃v ∈ V : |Ψ0〉 = |Ψ0[v]〉} (2.5)
∀ |Ψ0〉 ,

∣∣Ψ′0
〉
∈ G : |Ψ0〉 ∼∗

∣∣Ψ′0
〉
⇔ ∃µ ∈ C : |Ψ0〉 = µ

∣∣Ψ′0
〉

(2.6)

G := G
/
∼∗ . (2.7)

Zuletzt wird noch die Menge der Grundzustandsdichten

N := {n0 | ∃ |Ψ0〉 ∈ G : n0(r) = 〈Ψ0| n̂(r) |Ψ0〉} (2.8)

benötigt. Nach Konstruktion existieren surjektive Funktionen α : V → G und β : G→ N . Das
Hohenberg-Kohn-Theorem garantiert, dass diese Funktionen auch injektiv sind, sodass das
folgende Diagramm kommutiert:[11, 44]

V G

N

α

β◦α
β

Damit gilt, dass das Errechnen einer Grundzustandsdichte |Ψ0〉 zu gegebenem externen
Potential vext äquivalent zur Berechnung der zugehörigen Grundzustandsdichte n0 ist. Dieser
Sachverhalt ist in Abbildung 2.1 beispielhaft dargestellt.

Abbildung 2.1: Eine beispielhafte Visualisierung des Hohenberg-Kohn-Theorems. Jeder Äquivalenzklasse
{vext} ∈ V von externen Potentialen wird durch Lösen der elektronischen Schrödingergleichung (Realisierung
von α) eine Äquivalenzklasse {|Φ0〉} ∈ G von Grundzustandswellenfunktionen zugeordnet. Dieser
Äquivalenzklasse wird wiederum eine Grundzustandsdichte n0 ∈ N durch einen Funktionalzusammenhang
(Realisierung von β) zugeordnet. Die Bijektivität von α und β garantiert, dass deren Inverse existiert, sodass
der Grundzustandsdichte n0 eindeutig durch die Verkettung α−1 ◦ β−1 die Äquivalenzklasse
{vext[n0[{|Φ0〉}]]} ≡ {vext} zugeordnet werden kann, die den Startpunkt zu Beginn der Überlegung darstellte.
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Besonders wichtig ist das Korollar, dass alle Observable damit als Funktional der Grundzu-
standsdichte geschrieben werden können:

O[n0] = 〈Ψ0[n0]| Ô |Ψ0[n0]〉 . (2.9)

Eine weitere zentrale Folgerung der Bijektivität ist, dass das Energiefunktional

E : N → R

n0 7→ E[n0] := 〈Ψ0[n0]| Ĥe |Ψ0[n0]〉
(2.10)

wohldefiniert ist. Durch das Variationsprinzip von Rayleigh und Ritz genügt es außerdem einem
Minimumsprinzip:[13, 14] Sei n0 ∈ N die Grundzustandsdichte, die zu einer Äquivalenzklasse
externer Potentiale vext ∈ V gehört, und sei n′0 ∈ N mit n0 6= n′0 beliebig. Dann gilt folgende
Äquivalenz:

E0 < E[n′0]⇔ E0 = min
n0∈N

E[n0]. (2.11)

Also minimiert die zu vext gehörige Grundzustandsdichte das mit vext assoziierte Energiefunk-
tional.
Das Theorem gilt in dieser starken Form nur für nicht-entartete Zustände und externe Poten-
tiale, die aus einer Lösung der Schrödingergleichung resultieren. Für entartete Zustände kann
eine schwächere Form mit dem Levy-Lieb-Funktional bewiesen werden.[45, 46] Für allgemeine
Dichten n ist die Frage, ob ein zugehöriges externes Potential existiert, nicht trivial, und als
Problem der v-Darstellbarkeit bekannt.[47]

2.1.3. Kohn-Sham-Ansatz

Das Hohenberg-Kohn-Theorem resultiert nicht in einem allgemeinen Ansatz zur Berechnung
der Grundzustandsdichte aus einer allgemeinen Dichte n.[41] Eine weit verbreitete Möglichkeit
dazu ist die Methode von Kohn und Sham.[12]
Bei dieser Methode wird zunächst ein nicht-wechselwirkendes N -Teilchen-Referenzsystem
betrachtet, das Kohn-Sham-System (KS-System). Die Annahme ist, dass dieses System für
ein geeignetes externes Kohn-Sham-Potential vKS die gleiche Grundzustandsdichte wie das
wechselwirkende System hat. Der Hamilton-Operator des Systems ist gegeben durch

ĤKS = T̂ + V̂KS, (2.12)

wobei
V̂KS =

∫
dr n(r)vKS(r) (2.13)

der Operator der potentiellen Energie des KS-Systems und n(r) die Elektronendichte mit der
elektrischen Ladung e ist. Für den Grundzustand |Φ0〉 wird eine einzige Slater-Determinante
angesetzt:

〈r1σ1, . . . , rNσN |Φ0〉 =
1√
N !

det



φ1(r1σ1) · · · φN (r1σ1)

...
. . .

...
φ1(rNσN ) · · · φN (rNσN )


 , (2.14)
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wobei φi, i ∈ {1, . . . , N} Einteilchenorbitale sind.[48–50] Die Grundzustandsdichte lässt sich
daraus direkt mittels

nKS
0 (r) =

∑

σ∈{↑,↓}

N∑

i=1

Θi |φi(rσ)|2 (2.15)

berechnen. Am absoluten Nullpunkt, T = 0 K, ist die Gewichtungsfunktion Θi eine Heaviside-
Distribution

Θi ≡ Θi(εF − εi) =

{
1 für εF ≥ εi
0 sonst

(2.16)

mit der Fermi-Energie εF und der Einteilchen-Energie εi des i-ten Orbitals.[51] Werden hingegen
Temperaturen T > 0 K betrachtet, so muss die Fermi-Dirac-Distribution

Θi ≡
1

1 + exp
(
εi−µ
kBT

) , (2.17)

verwendet werden, wobei µ das chemische Potential und kB die Boltzmann-Konstante ist.[49, 52]
Dieser Zusammenhang ist essentiell zur Durchführung der Finite-Temperatur-Dichtefunktional-
theorie (FT-DFT).[38, 53] Das Hohenberg-Kohn-Theorem aus 2.1.2 gilt insbesondere im Fall
w ≡ 0, sodass sowohl der Funktionalzusammenhang von |Φ0〉 und n0 als auch das Minimum-
sprinzip für das KS-System gelten, woraus direkt |Φ0〉 =

∣∣Φ[nKS
0 ]
〉
folgt. Das entsprechende

Kohn-Sham-Energiefunktional EKS ist in dieser Basis durch

EKS[n] = 〈Φ0| T̂ + V̂KS |Φ0〉 (2.18)

gegeben. Unter der Annahme, dass eine Dichte n einem entsprechenden Zustand |Φ[n]〉
zugeordnet werden kann, lässt sich das kinetische-Energie-Funktional definieren als

TKS[n] := 〈Φ[n]| T̂ |Φ[n]〉 =
N∑

i=1

Θi

∑

σ∈{↑,↓}

∫
dr φ∗i [n](rσ)

(−i~∇)2

2m
φi[n](rσ). (2.19)

mit der imaginären Einheit i, dem reduzierten Planckschen Wirkungsquantum ~, dem Nabla-
Operator ∇ = d

dr und der Elektronenmasse m. Weiterhin werden das Hartree-Funktional

EH [n] :=
1

2

∫
dr

∫
dr′ n(r)w(r, r′)n(r′), (2.20)

das externe-Potential-Funktional

Eext[n] :=

∫
dr vext(r)n(r) (2.21)

und das Austausch-Korrelations-Funktional Exc[n] definiert, sodass sich das wechselwirkende
Energiefunktional als

E[n] = TKS[n] + EH[n] + Eext[n] + Exc[n] (2.22)

schreiben lässt.[41, 54, 55] Der Austausch-Korrelations-Term enthält dabei alle (kinetischen
und potentiellen) Energiebeiträge aus Vielteilchen-Effekten, die nicht in den anderen Ener-
giefunktionalen enthalten sind. Dieser Term ist nicht exakt bestimmbar und muss genähert
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werden. In der Praxis geschieht dies durch die Wahl geeigneter Modellannahmen, aus denen
sich ein Austausch-Korrelations-Funktional konstruieren lässt.[56] Es sei angemerkt, dass das
Hartree-Funktional explizit die Selbstwechselwirkung der Elektronen miteinbezieht. Um das
gesuchte Kohn-Sham-Potential zu finden, muss das Energiefunktional minimiert werden, also

δE[n]

δn(r)

∣∣∣∣
n=n0

= 0 (2.23)

gelten. Diese Bedingung führt zu folgendem Ausdruck für vKS:

vKS(r) = vext(r) + vH[n0](r) + vxc[n0](r), (2.24)

wobei vext(r) das externe Potential des wechselwirkenden Systems,

vH[n](r) =

∫
dr′ w(r, r′)n(r′) (2.25)

das Hartree-Potential und
vxc[n](r) =

δExc[n]

δn(r)
(2.26)

das Austausch-Korrelations-Potential ist.[54] Da das Kohn-Sham-Potential damit notwen-
digerweise selbst ein Dichtefunktional sein muss, kann diese Gleichung nur selbstkonsistent
ausgehend von einer Startdichte n(1)(r) gelöst werden.[56]

2.1.4. Spinkontamination und gebrochene Symmetrie

Die Kohn-Sham-Methode führt zwar zu einer Slater-Determinanten-Wellenfunktion |Φ0〉
für das nicht-wechselwirkende KS-System, macht aber keine Aussagen über die Wellenfunktion
|Ψ〉 des echten, wechselwirkenden Systems. Abseits von den in Abschnitt 2.1.3 eingeführten
Energiefunktionalen existiert also a priori keine kanonische Vorgehensweise, Erwartungswerte
anderer Observable zu bestimmen. In der Praxis wird dennoch der Erwartungswert 〈Ô〉 eines
Operators Ô oft durch die Näherung

〈Ô〉 ≈ 〈Φ0| Ô |Φ0〉 (2.27)

berechnet, was häufig zu hinreichend exakten Werten führt.[57] Insbesondere folgt aus den
Slater-Condon-Regeln, dass die Slater-Determinante immer ein Eigenwert der Spinprojektion
auf die z-Achse ist:

Ŝz |Φ0〉 =
1

2
(Nα −Nβ) |Φ0〉 , (2.28)

wobei Ŝz die z-Komponente des Spin-Projektionsoperators und Nα,β die Besetzungszahl der
α- respektive der β-Orbitale ist.[50, 58] Anders verhält es sich für den Erwartungswert 〈Ŝ2〉
des Gesamtspin-Operators Ŝ2 = Ŝ2

x + Ŝ2
y + Ŝ2

z , da insbesondere antiferromagnetische Zustände
nicht durch eine einzelne Determinante exakt beschrieben werden können. Dies bedeutet, dass
Spin-unbeschränkte Eindeterminanten-Methoden wie jene von Kohn und Sham Eigenzustände
unterschiedlicher Multiplizität in die Slater-Determinante aus Gleichung 2.14 einfließen lassen,
was als Spin-Kontamination bezeichnet wird. Während also für die exakte Wellenfunktion die
Eigenwertgleichung

Ŝ2 |Ψ〉 = S(S + 1) |Ψ〉 (2.29)
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mit der Gesamtspinquantenzahl S immer erfüllt ist, muss dies nicht für |Φ0〉 gelten. Da
dadurch die Spinsymmetrie des Systems gebrochen wird, heißt eine solche Determinante
Gebrochene-Symmetrie-Determinante und wird im folgenden mit

∣∣ΦGS
0

〉
bezeichnet.[31] Die

physikalische Relevanz dieses Ansatzes besteht vor allem darin, dass die Kopplungskonstante
J des Heisenberg-Dirac-van Vleck-Hamilton-Operators

ĤHDvV = −2J ŝAŝB (2.30)

mit den Gesamtspinoperatoren ŝA,B der lokalen Spinzentren A beziehungsweise B bestimmt
werden kann.[48, 49, 59] Der von Noodleman hergeleitete und von Yamaguchi et al. weiterent-
wickelte Ansatz führt zur Gleichung

J = − EMS − EGS

〈Ŝ2〉MS − 〈Ŝ2〉GS
(2.31)

für die Kopplungskonstante, wobei EMS die Energie und 〈Ŝ2〉MS der Erwartungswert des
Gesamtspinoperators für eine Determinante mit maximalem Gesamtspin ist, während EBS
und 〈Ŝ〉GS die entsprechenden Größen für das System mit gebrochener Symmetrie sind.[31,
32, 60] Somit können Aussagen über die Kopplungsstärke und damit auch über fundamentale
magnetische Eigenschaften eines solchen Zwei-Zentren-Systems auch für stark korrelierte
Zustände gemacht werden.[33]

2.1.5. Hartree-Fock-Theorie

Die in der Quantenchemie etablierten Begriffe statische Korrelation und dynamische Kor-
relation stammen nicht aus der Dichtefunktionaltheorie, sondern aus der Hartree-Fock-Theorie
(HFT), die ebenfalls herangezogen werden kann, um das N -Teilchen-Problem näherungsweise
zu lösen.[55, 61]
HFT ist ebenso wie Kohn-Sham-DFT (KS-DFT) eine Eindeterminanten-Methode, sodass
die Slater-Determinante aus Gleichung 2.14 als Ansatz für die Grundzustandswellenfunktion
beibehalten wird, mit dem Unterschied, dass Wechselwirkungen zwischen den Teilchen nicht
vollständig vernachlässigt werden.[62] Die elektronische Energie EHF dieses Modells folgt aus
dem Erwartungswert des elektronischen Hamilton-Operators aus Gleichung 2.3:

EHF = 〈Φ0| Ĥe |Φ0〉

=
∑

σ∈{↑,↓}

N∑

i=1

∫
drφ∗i (rσ)

(
(−i~∇)2

2m
+ vext(r)

)
φi(rσ)

+
1

2

∑

σ,σ′∈{↑,↓}

N∑

i,j=1

∫
dr

∫
dr′φ∗i (rσ)φ∗j (r

′σ′)w(r, r′)φi(rσ)φj(r
′σ′)

− 1

2

∑

σ,σ′∈{↑,↓}

N∑

i,j=1

∫
dr

∫
dr′φ∗i (rσ)φ∗j (r

′σ′)w(r, r′)φj(rσ)φi(r
′σ′).

(2.32)

Diese Energie soll nun hinsichtlich der Orbitale φ∗i (rσ) so minimiert werden, dass diese ortho-
normal bleiben. Dies wird durch die Einführung eines entsprechenden Lagrange-Multiplikators
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realisiert.[63] Daraus resultieren die Hartree-Fock-Gleichungen

− (~∇)2

2m
φi(rσ) +

∑

σ′∈{↑,↓}

∫
dr′vHF(rσ, r′σ′)φi(r

′σ′) = εiφi(rσ) (2.33)

mit den orbitalen Energieniveaus εi und dem Hartree-Fock-Potential vHF(rσ, r′σ′).[54, 62, 64]
Dieses setzt sich gemäß

vHF(rσ, r′σ′) = δσσ′δ(r − r′) (vext(r) + vH(r)) + vx(rσ, r′σ′) (2.34)

aus den schon bekannten äußeren und Hartree-Potential-Termen sowie dem neuen Austausch-
potential

vx(rσ, r′σ′) = −w(r, r′)
N∑

j=1

φj(rσ)φ∗j (r
′σ′) (2.35)

zusammen. Bemerkenswert im Vergleich zu den KS-DFT-Gleichungen aus Abschnitt 2.1.3 ist,
dass mit vx ein Term eingeht, der in Gleichung 2.24 im nicht-trivialen Austausch-Korrelations-
Potential vxc enthalten wäre. Außerdem heben sich Wechselwirkungsterme in Gleichung 2.33
für gleiche Indizes i = j genau gegenseitig auf, sodass auch die Selbstwechselwirkung nicht
korrigiert werden muss.[43] Ebenso wie die KS-DFT-Gleichungen müssen aber auch die Hartree-
Fock-Gleichungen selbstkonsistent gelöst werden, indem ein anfänglicher Ansatz

∣∣∣Φ(1)
0

〉
für die

Spinorbitale gemacht wird.[61, 62]
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2.2. Fraktionale Orbitaldichte als statisches Korrelationsmaß

In Gleichung 2.33 gehen mehrere Näherungen ein, sodass HFT im Gegensatz zu DFT auch
theoretisch nicht exakt ist. Einerseits entsteht ein Fehler dadurch, dass der Grundzustand
durch eine einzige Slater-Determinante angenähert wird. Insbesondere, wenn zwei oder mehr
verschiedene elektronische Zustände energetisch dicht beieinander liegen, ist der resultierende
Grundzustand eine Linearkombination der Determinanten, die diese Zustände beschreiben.
Dieser Fehler heißt statische Korrelation.[65]
Andererseits ist Gleichung 2.33 eine effektive Einteilchengleichung, sodass ein Elektron nur
mit dem mittleren Feld der anderen Elektronen wechselwirkt. Dieser in Abbildung 2.2 gezeigte
Sachverhalt macht HFT zu einer Molekularfeldtheorie und sorgt für eine weitere Abweichung
von experimentellen Ergebnissen, die als dynamische Korrelation bezeichnet wird.[65]

Abbildung 2.2: Im Rahmen der HFT interagiert das betrachtete Elektron (schwarz) nicht wie im echten
Vielteilchen-System mit allen anderen Elektronen (rot) über die Coulomb-Wechselwirkung (blau), das links
gezeigt ist. Stattdessen findet ein Übergang zu dem rechts dargestellten Hartree-Fock-System statt, in dem das
betrachtete Elektron nur mit einem gemittelten Feld, dem sogenannten Molekularfeld (hellblau), wechselwirkt.
Dieses System ist ein effektives Einteilchensystem.[55]

Insgesamt werden unter Korrelationseffekten also Effekte zusammengefasst, die ein echtes
Vielteilchensystem von einem Hartree-Fock-System abgrenzen. Ein Maß für derartige Effekte
ist also nicht nur nützlich, um die Qualität einer Berechnung der elektronischen Struktur zu
beurteilen, sondern auch, um die Rolle von Vielteilcheneffekten abzuschätzen.[35] Der Kondo-
Effekt gehört unter anderem zu diesen Phänomenen, die aus sogenannten stark korrelierten
Elektronen erwachsen.[66] Von besonderem Interesse ist dabei die statische Korrelation, für
die mehrere Maße vorgeschlagen wurden. Der Ausgangspunkt für solche Überlegungen ist der
Einteilchen-Dichteoperator

ρ̂ =

N∑

i=1

fi |φi〉 〈φi| , (2.36)

wobei {|φi〉}, i ∈ N ∪ {∞} eine vollständige Orthonormalbasis des zugrunde liegenden
Einteilchen-Hilbertraums ist.[67] Die Koeffizienten fi ∈ R sind das Gewicht, mit dem der i-te
reine Zustand |ψi〉 in das System |ψ〉 eingeht, und werden auch als Besetzungszahlen bezeichnet.
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Fundamental ist dabei die Beobachtung, dass für reine Zustände und insbesondere für nicht-
wechselwirkende sowie Molekularfeld-genäherte Zustände der Dichteoperator idempotent ist,
also ρ̂2 = id mit der Identität id gilt. Die Idempotenz-Abweichung k-ter Ordnung

ck = 1− 1

N

N∑

i=1

(fi)
k (2.37)

verschwindet für eine Mischung reiner Zustände (fi ∈ {0, 1}) und liefert somit nur finite Werte,
wenn sogenannte fraktionale Besetzungszahlen mit fi ∈ (0, 1) vorliegen, also unterschiedliche
Eigenzustände des Hamilton-Operators im System gemischt werden. Diese Größe ist damit ein
erster Ansatz für ein Maß des Grades der statischen Korrelation.[36, 68] In erster Ordnung
kann daraus eine Shannon-von Neumann-Entropie

s = − 1

N

N∑

i=1

fi ln fi (2.38)

abgeleitet werden.[37, 69] Wird diese so angepasst, dass sie größenextensiv skaliert, resultiert
die elektronische Entropie

Se = kB

N∑

i=1

fi ln fi + (1− fi) ln(1− fi), (2.39)

die das eingangs gesuchte, physikalisch sinnvolle, absolute Korrelationsmaß darstellt.[70] FT-
DFT nutzt diese Entropie, um über einen selbstkonsistenten Algorithmus eine Grundzustands-
Slater-Determinante entsprechend Gleichung 2.14 zu finden, die die elektronische freie Energie

Ge = Ee − TSe (2.40)

mit der selbstkonsistenten Energie Ee und der elektronischen Temperatur T minimiert. In
die so erhaltene Determinante |Φ0〉 fließen angeregte Zustände ein, sodass diese physikalisch
statische Korrelation berücksichtigt. Die Idee von Grimme et al.[35] ist die Einführung eines
statischen Korrelationsmaßes im Ortsraum, das ermöglicht, den Aufenthaltsbereich stark
korrelierter Elektronen aufzulösen. Dieses Maß ist die fraktionale Orbitaldichte

ρFOD(r) =
∑

σ∈{↑,↓}

N∑

i=1

{
(1− fi) |φi(rσ)|2 für εi ≤ εF
fi |φi(rσ)|2 für εi > εF ,

(2.41)

in die ausschließlich Elektronen mit fraktionalen Besetzungszahlen, also korrelierte Elektronen,
einfließen. Durch Integration ist auch direkt aus ρFOD ein absolutes Maß

FOD =

∫
dr ρFOD(r) (2.42)

zugänglich.
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2.3. Kondo-Korrelation und Hybridisierungs-Dekomposition

Abbildung 2.3: Im Jahr 1934 gelang es De Haas, De Boer und Van Den Berg erstmals, den Widerstand von
mit anderen Metallen verunreinigtem Gold bei Temperaturen nahe dem absoluten Nullpunkt zu vermessen. Zu
sehen ist eine Auftragung des normierten Widerstands R

R0
auf der y-Achse gegen die Temperatur T in Kelvin

auf der x-Achse für zwei Gold-Proben Au1 und Au2. Entgegen der damaligen Erwartungen zeigen beide
Proben ein Widerstandsminimum bei 3.7 K. Übernommen aus Referenz [1].

Der Kondo-Effekt beschreibt ein Minimum des elektrischen Widerstands bestimmter
Materialien bei tiefen Temperaturen. Wie in Abbildung 2.3 gezeigt ist, wurde dieser erstmals
bei verunreinigten Übergangsmetallen beobachtet. Für solche metallischen Systeme, in denen
ein isolierter Verunreinigungszustand mit einem Fermi-See wechselwirkt, hat Anderson ein
überaus erfolgreiches Modell entwickelt, aus dem ein Modell für den Kondo-Effekt abgeleitet
werden kann.
Das Anderson-Modell (AM) lässt sich vollständig durch den Hamilton-Operator

Ĥ =

︸ ︷︷ ︸
Ĥres

∑

k,σ

εkn̂kσ +
∑

k,σ

(
V (k)ĉ†kσα̂σ + V ∗(k)α̂†σ ĉkσ

)
+

Ĥatom︷ ︸︸ ︷
Eαn̂α + Un̂α↑n̂α↓ (2.43)

beschreiben.[4, 71] Dabei ist k der Impulsvektor der Bandelektronen, σ ∈ {↑, ↓} der schon
bekannte Spinindex, εk die Energie eines Bloch-Elektrons mit Impuls k, Eα die Energie des
(spinentarteten) Verunreinigungsorbitals, ĉkσ der Vernichtungsoperator und ĉ†kσ der Erzeu-
gungsoperator eines Bloch-Elektrons mit Impuls k und Spin σ, α̂σ =

∫
dr φ∗α(r, σ)ψ̂σ(r) der

Vernichtungsoperator und α̂†σ =
∫
dr φα(r, σ)ψ̂†σ(r) der Erzeugungsoperator des Verunreini-

gungszustands mit Spin σ, n̂kσ = ĉ†kσ ĉkσ der Besetzungszahloperator der Bandelektronen
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und n̂α =
∑

σ α̂
†
σα̂σ der Besetzungszahloperator des Verunreinigungszustands. Weiterhin sind

φα(rσ) Ortsraum-Wellenfunktionen der Verunreinigung, ψ̂σ(r) ist der Feldvernichter und ψ̂†(r)
der Felderzeuger am Ort r. Das Coulomb-Matrixelement

U =
e2

4πε0

∫
dr

∫
dr′

1

|r − r′|ρα(r)ρα(r′) (2.44)

mit dem Dichteoperator ρ̂α(r) = |φα(r)|2 repräsentiert die Coulomb-Wechselwirkung, der der
Magnetismus des Systems zugrunde liegt. Das Hybridisierungs-Matrixelement

V (k) =

∫
dr exp(−ikr)V (r)φα(rσ) (2.45)

beschreibt die Hybridisierung der Verunreinigung mit der Zustandsdichte der Bloch-Elektronen.1

Für die Verunreinigung wird vereinfachend angenommen, dass diese aus einem einzigen Orbital
besteht, sodass die möglichen Zustände durch |α〉 ∈ {|↑↓〉 , |0〉 , |↑〉 , |↓〉} gegeben sind. Um das
Verhalten der Verunreinigung zu verstehen, ist es instruktiv, zwei Grenzfälle zu betrachten:
Den atomaren Grenzfall ohne Hybridisierung und den Grenzfall virtueller Bindung ohne
Wechselwirkung, wie bereits in Gleichung 2.43 angedeutet ist.[71]

2.3.1. Der atomare Grenzfall

Der atomare Grenzfall wird durch den atomaren Hamilton-Operator

Ĥatom = Eαn̂α + Un̂α↑n̂α↓ (2.46)

beschrieben, der aus Gleichung 2.43 als Teil des Anderson-Modells hervorgeht. Die Coulomb-
Wechselwirkung sei hierbei repulsiv, sodass U > 0 gelte. Zur Verfügung stehen somit die
atomaren Energieniveaus. Diese gliedern sich in die nicht-magnetischen Niveaus |↑↓〉 mit
Energie E2 = 2Eα +U und |0〉 mit Energie E0 = 0 sowie die magnetischen Niveaus |↑〉 und |↓〉,
jeweils mit Energie E1 = Eα. Um aus den magnetischen Zuständen ein Elektron zu entfernen,
muss die Energie −Eα aufgebracht werden, für das Hinzufügen eines Elektrons fällt hingegen
eine Energie U + Eα an. Im Bereich

U

2
>

∣∣∣∣Eα +
U

2

∣∣∣∣ (2.47)

ist der Grundzustand also das Kramers-Dublett.[72, 73] Durch dieses lokale magnetische
Moment kann der Kondo-Effekt zustande kommen.2

2.3.2. Der Resonanz-Grenzfall

Der Hamilton-Operator des Resonanz-Grenzfalls hat die Form

Ĥres =
∑

k,σ

εkn̂kσ +
∑

k,σ

(
V (k)ĉ†kσα̂σ + V ∗(k)α̂†σ ĉkσ

)
(2.48)

1Dieser Term folgt aus der Rayleigh-Ritz-Störungstheorie in 1. Ordnung.[13, 14]
2In Systemen mit negativem U bilden sich Isospin-Systeme, die den Ladungs-Kondo-Effekt zeigen.[74]
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und ist, ebenso wie der atomare Hamilton-Operator, ein Teil von Gleichung 2.43. Dieser Sonder-
fall beschreibt die Situation, in der das Elektron der Verunreinigung frei in die elektronischen
Bänder tunneln kann, sodass eine Hybridisierung mit den Bloch-Wellen stattfindet. Dies erzeugt
eine Resonanz in der Zustandsdichte ρ(ε) =

∑
k δ(ω − εk), die von der Hybridisierungsstärke

|V (k)|2 abhängt. Die Breite ∆ dieser Resonanz ist gemäß Fermis Goldener Regel durch

∆ = π
∑

k

|V (k)|2δ(εk − Eα) (2.49)

gegeben. Daher ist es sinnvoll, für beliebige Energien ε des Verunreinigungsniveaus die Hybri-
disierungsfunktion

∆(ε) = π
∑

k

|V (k)|2δ(εk − ε) (2.50)

zu definieren, die anschaulich der Zustandsdichte der Bandelektronen gewichtet mit der
Hybridisierungsstärke entspricht.[75, 76] Durch geschickte Integration über die komplexe
Matsubara-Zeitachse und Anwendung des Residuensatzes kann die Hybridisierungsfunktion in
ihre Frequenzdarstellung

∆(ω) =

∫
dε

π
δ(εk − ε)

|V (k)|2
ω − ε± iδ (2.51)

überführt werden, wobei ω eine Frequenz mit der Dimension einer Energie und δ die Dirac-
Distribution darstellt.[51, 71, 77] Die imaginäre Verschiebung ±iδ mit beliebig kleinem δ muss
eingeführt werden, um die Konvergenz der Integration über die komplexe Ebene zu sichern.
Für eine feste Resonanz ∆(ε) ≡ ∆ ist der Verunreinigungs-Propagator durch

Gα(ω − iδ) =
1

ω − Eα − i∆
(2.52)

gegeben, sodass daraus die Zustandsdichte

ρα(ω) =
1

π
I(Gα(ω − iδ)) =

∆

(ω − Eα)2 + ∆2
(2.53)

abgeleitet werden kann, wobei I den Imaginärteil darstellt.[16] Im Grenzfall des freien
Verunreinigungs-Elektrons ist die Zustandsdichte also eine Lorentz-Kurve mit einem Ma-
ximum bei ω = Eα. Durch die freie Hybridisierung in das Kontinuum des Bandes entsteht ein
Streuzentrum für Bandelektronen, was schematisch in Abbildung 2.4 dargestellt ist.
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Abbildung 2.4: Links ist der gefüllte Fermi-See (rot) zu sehen, in den ein Verunreinigungszustand der
Energie Eα mit einem hyperbolischen Potential (blau) im Koordinatenursprung eingebettet ist. Die
Bloch-Wellen werden durch eine radialsymmetrische Kugelwelle abgeschätzt, die lediglich vom Betrag r des
Radius abhängt. Ein einlaufendes Elektron φ(r) wird an der Verunreinigung gestreut, sodass das auslaufende
Elektron φ′(r) gemäß der Summenregel von Friedel einen Phasenfaktor δ aufnimmt.[78] Diese Interferenz
limitiert die Lebensdauer der Bandelektronen. Auf der rechten Seite ist die Zustandsdichte ρ(ε) des Fermi-Sees
mit charakteristischer Resonanz bei der Fermi-Energie εF zu sehen. Die Graphik wurde inspiriert durch
Referenz [71].

Aus dieser Betrachtung zeigt sich, dass das Auftreten des Kondo-Effektes durch die
Konkurrenz von Hybridisierung und Coulomb-Wechselwirkung bestimmt ist. Der kritische
Coulomb-Term Ukrit, ab dem der Kondo-Effekt auftreten kann, lässt sich im Rahmen der
Molekularfeldnäherung als

Ukrit ∼ π∆ (2.54)

abschätzen.[4] In einem Bereich um U
π∆ > 1 können, abhängig von der Temperatur, sowohl

Hybridisierung als auch lokale Momente das System dominieren. Da ∆ und U materialspezifisch
sind, eröffnet dies einen ersten Erklärungsansatz für die Frage, warum nicht alle Metalle, die
mit magnetischen Ionen verunreinigt wurden, den Kondo-Effekt experimentell zeigen.

2.3.3. Die Spektralfunktion als Indikator des Kondo-Übergangs

Weiterhin von Interesse ist die Temperaturabhängigkeit des Kondo-Effektes. Der entschei-
dende Prozess ist dabei das Tunneln der Elektronen zwischen dem Verunreinigungsorbital und
den kontinuierlichen Bandzuständen:

e−↑ + |↓〉 ↔ e−↓ |↑〉 , (2.55)

wobei e−σ Bandelektronen mit Spin σ sind. Dies spiegelt die Streuung der Leitungselektronen
an der Verunreinigung wider, wodurch der elektrische Widerstand ansteigt. Entsprechend
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definiert die Tunnelrate τ−1 die Kondo-Temperatur

TK =
~
kBτ

, (2.56)

die für verschwindende Tunnelraten gegen den absoluten Nullpunkt strebt und für hohe
Tunnelraten experimentell erreichbare Temperaturwerte annimmt. Bei einer Widerstands-
Temperatur-Messung ist also ein Minimum bei TK zu erwarten, da an diesem Punkt die
Kondo-Streuung stärker als die Streuung an Phononen wird.
Eine Größe, die den Übergang zwischen den Temperaturbereichen anschaulich darstellt, ist die
Spektralfunktion der Verunreinigung

Aα(ω) =
1

π
I(Gα(ω + iδ)) =

{∑
n | 〈n|α

†
σ |φ0〉 |2 δ(ω − (εn − ε0)) für ω > 0∑

n | 〈n|ασ |φ0〉 |2 δ(ω − (ε0 − εn)) für ω < 0,
(2.57)

wobei {|n〉}, n ∈ N ∪ {∞} angeregte Zustände des Fermi-Sees mit Energien εn sind. Der
Zustand |φ0〉 ist der Grundzustand des Fermi-Sees mit der Energie ε0. Im Rahmen der
Theorie der Fermi-Flüssigkeiten lässt sich die Spektralfunktion so interpretieren, dass sie die
Zustandsdichte aus 2.53 widerspiegelt, wenn der vollständige Vielteilchen-Hamilton-Operator
des AM berücksichtigt wird.[79] Das heißt effektiv, dass durch den eingeführten magnetischen
Zustand neue Anregungen im Kontinuum des Fermi-Sees möglich werden, nämlich die Spin-
Fluktuation aus Gleichung 2.55 sowie die Valenzfluktuationen

|↑, ↓〉 → |0〉+ e−↑,↓

e−↑,↓ + |↓, ↑〉 → |↑↓〉 .
(2.58)

Die Valenzfluktuationen stellen die asymptotische Freiheit der lokalen Momente dar, sodass für
T > TK die Streuung an der Verunreinigung vernachlässigbar klein wird. In Abbildung 2.5 ist
gezeigt, dass die Spektralfunktion entsprechend drei Resonanzen aufweist, wie experimentelle
Ergebnisse belegen.[80] Der Kondo-Effekt ist also einerseits vom materialspezifischen Verhältnis
der Coulomb-Wechselwirkung und der Hybridisierung abhängig, andererseits aber auch von
der Temperatur, ab der Valenzfluktuationen dominieren. Da die Spektralfunktion gemäß

∫

R
dω Aα(ω) = 1 (2.59)

normiert ist und A(0) 6= 0 im Rahmen der adiabatischen Näherung gelten muss, verschwindet
die Kondo-Resonanz nie vollständig.[81, 82] Ist allerdings Ω die Fläche unter der Kondo-
Resonanz und 1

∆ die Höhe, so gilt die Abschätzung Ω∆ ∼ TK.[71] Wird der Coulomb-Term
also sehr groß, verlagert sich das Spektralgewicht stark zu den Valenzfluktuations-Resonanzen,
sodass die Kondo-Temperatur unterhalb des experimentell zugänglichen Bereichs liegt, wie
auch in Abbildung 2.5 erkennbar ist.
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Abbildung 2.5: Zu sehen ist eine Skizze der Spektralfunktion Aα(ω) der Verunreinigung, abhängig von der
Frequenz ω, die weiterhin die Dimension einer Energie hat. Für den Fall U = 0 aus Abschnitt 2.3.2 zeigt sich
das Resultat aus Gleichung 2.53, wobei die Breite der Resonanz durch die Hybridisierung ∆ gegeben ist (blau).
Im Bereich U > π∆ spalten die Resonanzen in die Spinfluktuationen (hellblau), auch
(Abrikosov-Suhl-)Kondo-Resonanz, und die Valenzfluktuationen (rot) auf, wobei die Kondo-Temperatur
bestimmt ist durch die Breite der Kondo-Resonanz.[83, 84] In diesem Bereich verhält sich die Verunreinigung
oberhalb TK wie ein lokales Moment, während sie unterhalb stark mit den Bandelektronen hybridisiert. Steigt
die Coulomb-Wechselwirkung zu stark auf U � π∆ an, wird die Breite der Spinfluktuations-Resonanz so
gering, dass die Kondo-Temperatur sich zu unerreichbar tiefen Temperaturen verschiebt.

2.3.4. Die Schrieffer-Wolff-Renormalisierung und das Kondo-Modell

Für den Kondo-Effekt ist allein die Spinfluktuation aus Gleichung 2.55 relevant.[71] Um
derartige Wechselwirkungen im Bereich niedriger Temperaturen zu verstehen, ist es nicht
notwendig, die hochenergetischen Valenzfluktuationen miteinzubeziehen. Die Renormalisise-
rungsgruppe ist ein Ansatz, bei dem die für den Tieftemperaturbereich relevanten Parameter
der vollständigen Theorie extrahiert und in einem effektiven Hamilton-Operator subsumiert
werden.[9, 85] Für das AM-Modell haben Schrieffer und Wolff eine Methode gefunden, sämtliche
Valenzfluktuationen aus dem AM zu entfernen und nur noch die relevanten Spinfluktuationen
in einem Hamilton-Operator zusammenzufassen, der als Kondo-Modell bezeichnet wird.[7]
Dies ist an der Auswirkung auf die Spektralfunktion aus Gleichung 2.57 in Abbildung 2.6
illustriert.



2.3. Kondo-Korrelation und Hybridisierungs-Dekomposition 17

Abbildung 2.6: Links ist die Spektralfunktion aus Abschnitt 2.3.3 in dem für den Kondo-Effekt relevanten
Bereich dargestellt. Die Schrieffer-Wolff-Transformation entfernt hochenergetische Valenzfluktuationen jenseits
der Grenze ±ω0 aus dem Hamilton-Operator, sodass die renormierte Spektralfunktion, die rechts dargestellt
ist, nur noch die Kondo-Resonanz zeigt.[71]

Unter Einführung eines Kopplungsparameters λ ∈ [0, 1] wird der AM-Hamilton-Operator
dazu gemäß

Ĥ =

(
ĤTT 0

0 ĤHT

)
+ λV̂ (2.60)

aufgeteilt, wobei ĤTT der Tieftemperatur-Hamilton-Operator der Spinfluktuationen, ĤHT der
Hochtemperatur-Hamilton-Operator der Valenzfluktuationen und V̂ der Hybridisierungsterm

V̂ =
∑

k,σ

(
V (k)ĉ†kσα̂σ + V ∗(k)α̂†σ ĉkσ

)
=

(
0 V †

V 0

)
(2.61)

ist. Die Schrieffer-Wolff-Transformation ist eine Unitärtransformation U , die den Hamilton-
Operator aus Gleichung 2.60 wieder in die Blockdiagonalgestalt

UĤU † =

(
ĤK 0

0 Ĥ ′

)
(2.62)

überführt. Der Operator ĤK repräsentiert die Tieftemperaturphysik des Systems. Das Ergebnis
der Transformation ist das Kondo-Modell

ĤK =
∑

kµ

εkc
†
kµckµ + J


∑

µ,ν

∑

k,k′

ĉ†kµσµν ĉk′ν




︸ ︷︷ ︸
ŝ


∑

β,γ

1

2
α†βσβγαγ




︸ ︷︷ ︸
Ŝ

=
∑

kµ

εkc
†
kµckµ + J ŝ · Ŝ,

(2.63)

wobei σ = (σx, σy, σz) der Pauli-Vektor in der jeweiligen Spin-Basis mit den Pauli-Matrizen
{σx, σy, σz} ist. Die Spinindizes µ, ν, β, γ ∈ {↑, ↓} wurden umbenannt, um Verwechslungen
zu vermeiden. Der Spin-Operator ŝ repräsentiert die lokale Spindichte der Bandelektronen,
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der Spin-Operator Ŝ den Spin der Verunreinigung. Zentral in der Gleichung ist die Kondo-
Kopplungskonstante

J = V ∗V

(
1

Eα + U
− 1

Eα

)
, (2.64)

wobei die k-Abhängigkeit von V vernachlässigt wird.[7] Für ein symmetrisches Elektronenband
mit Eα ∈

[
−U

2 ,
U
2

]
folgt aus diesem Modell für die Kondo-Temperatur:

TK =

√
U∆

2kB
exp

(
πEα(U + Eα)

U∆

)
. (2.65)

Diese Gleichung ist als Haldane-Gleichung bekannt und setzt die Bedingung |Eα| � ∆
voraus.[86] Gleichung 2.63 zeigt, dass das Kondo-Modell eine einfache lokale Spinwechselwirkung
zwischen Band und Verunreinigung beschreibt. Der perturbative Lösungsansatz in dritter
Ordnung von Kondo selbst kann nur bis zur Kondo-Temperatur aufrechterhalten werden.
Unterhalb divergiert der daraus bestimmte Widerstand logarithmisch.[2] Eine vollständige
Lösung des Modells ist Wilson durch die sogenannte numerische Renormierungsgruppe gelungen,
die auch die Divergenz des Widerstandes korrigiert.[8–10] Ebenso löst der Ansatz von Bethe das
Modell.[87, 88] Für ein heuristisches Verständnis ist der ebenfalls divergente, aber einfachere
Ansatz Andersons allerdings ausreichend. Seine von ihm als Skalierung des armen Mannes
bezeichnete Technik besteht darin, das Verhalten der Kopplungskonstante J ≡ J(ω0) aus
Gleichung 2.64 zu betrachten, wenn nach und nach Bandzustände hoher Energie aus dem
System eliminiert werden. Das Resultat ist in Abbildung 2.7 zu sehen.[89]

Abbildung 2.7: Gezeigt ist der sogenannte Renormierungsfluss der Kopplungskonstante J für Andersons
Skalierung. Das lokale Moment ist durch einen großen schwarzen Pfeil, die itineranten Elektronen durch kleine,
lilafarbene Pfeile dargestellt. Die Kopplungskonstante J fließt für ferromagnetische Wechselwirkung (FM, rot)
von J < 0 ausgehend bei tiefen Temperaturen zu einem Fixpunkt bei J = 0, wird also vollständig durch
Spinfluktuationen bei Elimination hochenergetischer Wechselwirkungen abgeschirmt. Ausgehend von
antiferromagnetischer Wechselwirkung (AFM, blau) fließt J von J > 0 hin zu einem Fixpunkt bei J →∞. Im
Bereich ω0 � TK wechselwirken itinerante Elektronen nur schwach mit dem lokalen Moment. Ab ω0 ∼ TK

kondensiert das System zunehmend zu einer Fermi-Flüssigkeit (FF) und schirmt das lokale Moment bei
J →∞ vollständig ab.[6] Die Graphik wurde durch Referenz [71] inspiriert.

In der Sprache der theoretischen Chemie wird diese Fermi-Flüssigkeit durch einen offen-
schaligen Singulett-Zustand mit Gesamtspin S = 0 assoziiert.[66] Im Kontext der Abschirmung
des Ferromagnetismus kann umgekehrt davon gesprochen werden, dass die antiferromagneti-
sche Wechselwirkung anti-abgeschirmt wird. Die unphysikalische Divergenz von J zeigt, dass
Andersons Ansatz im Bereich unterhalb TK keine verlässlichen Vorhersagen für Messgrößen
liefern kann.
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2.3.5. Hybridisierungs-Dekomposition mit HYDRA

In der Quantenchemie ist es üblich, anstelle von Bloch-Funktionen für Bandelektronen und
orbitalen Zuständen für die Verunreinigung für alle Zustände eine Slater-Determinante aus
Einteilchenorbitalen gemäß Gleichung 2.14 anzusetzen, die dann beispielsweise mit KS-DFT
optimiert wird.[79] Das Computerprogramm HYDRA[15, 16] ermöglicht, aus einer solchen
Determinante die Hybridisierungsfunktion aus Gleichung 2.51 zu berechnen. Dazu müssen die
relevanten Größen auf eine endliche Ortsraumbasis beschränkt werden. Außerdem ist HYDRA
auch auf Systeme anwendbar, in denen die Verunreinigung über einen Liganden an das Metall
wie in Abbildung 2.8 adsorbiert ist.

Abbildung 2.8: Zu sehen ist eine schematische Darstellung eines Festkörpers (grau), an den eine
Verunreinigung (rot) mit Liganden (lila) adsorbiert ist. Unter der vereinfachenden Annahme, dass die
Verunreinigung nur stark korrelierte Orbitale beinhaltet, besteht das Bad (blau) aus den Orbitalen des
Festkörpers und der Liganden. Die Graphik wurde durch Referenz [16] inspiriert.

In diesem Fall werden die Bandzustände der vorigen Abschnitte um die Ligandenzustände
erweitert und bilden zusammen das Bad. Die stark korrelierten Zustände der Verunreinigung
bleiben bestehen, schwach korrelierte Anteile der Verunreinigungsorbitale gehen aber in das
Bad über. Das AM aus Gleichung 2.43 nimmt, bezogen auf eine Slater-Determinante, die
folgende Gestalt an:

Ĥ =
∑

σ∈{↑,↓}

∑

i

εin̂iσ +
∑

σ∈{↑,↓}

∑

i,α

(
Viαĉ

†
iσv̂ασ + V ∗iαv̂

†
ασ ĉiσ

)

+
∑

σ∈{↑,↓}

∑

α

Eαv̂
†
ασv̂ασ +

1

2

∑

σ,σ′∈{↑,↓}

∑

α,β,γ,δ

Uαβγδ v̂
†
ασv̂
†
βσ′ v̂γσv̂δσ′

(2.66)

wobei εi die Energie des i-ten Badorbitals, Eα die Energie des α-ten Verunreinigungsorbitals, ĉ†

und ĉ die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren der Badorbitale, v̂† und v̂ die Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren der Verunreinigungsorbitale und n̂ = ĉ†ĉ der Besetzungszahl-
operator der Badorbitale ist. Es gilt α, β, γ, δ ∈ {1, . . . ,M} für M Verunreinigungsorbitale
und i ∈ {1, . . . , N} für N Badorbitale. Das Bad lässt sich in K Festkörperorbitale und L
Ligandenorbitale unterteilen, mit K + L = N . Das Hybridisierungs-Matrixelement ist in der
Ortsbasis durch

Viα =

∫
dr φ∗i (rσ

′)V (r)φα(rσ) (2.67)
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gegeben, wobei σ, σ′ ∈ {↑, ↓} Spinindizes sind. Das Coulomb-Matrixelement nimmt die Form

Uαβγδ =

∫
dr

∫
dr′φ∗α(rσ)φ∗β(r′σ′)

1

|r − r′|φγ(rσ)φδ(r
′σ′). (2.68)

gemäß Slater an.[90] Die Hybridisierungsfunktion aus Gleichung 2.51 hat im Orbitalformalismus
die Gestalt von Matrixelementen, gegeben durch

∆αβ(ω) =

N∑

i=1

ViαV
∗
iβ

ω + iη − εi
, (2.69)

wobei η die schon bekannte infinitesimale Verschiebung und ω die Frequenz darstellt.[91, 92]
Für Elektronenstrukturrechnungen werden die Orbitale gemäß

φj =

n∑

a=1

Caj |a〉 (2.70)

in n nicht-orthogonalen, atomzentrierten Basisfunktionen {|a〉} mit Entwicklungskoeffizienten
Caj entwickelt. Durch eine Löwdin-Orthogonalisierung gemäß

∣∣a′
〉

=
n∑

b=1

S
− 1

2
ab |b〉 (2.71)

mit den Löwdin-Matrixelementen S−
1
2

ab = 〈a|S− 1
2 |b〉 der Löwdin-Matrix S−

1
2 wird eine ortho-

gonale Basis {|a′〉} erhalten.[93, 94] Mit dieser Transformation wird die Matrixdarstellung des
Hamilton-Operators aus der Berechnung der elektronischen Struktur gemäß

Ĥ ′ = S−
1
2 ĤS−

1
2 (2.72)

in die neue Basis {|a′〉} überführt. Diese Matrix wird mit einer Transformation T entsprechend

Ĥ ′′ = T †Ĥ ′T (2.73)

in den N Badorbitalen und den M Verunreinigungsorbitalen blockdiagonalisiert, wie in
Abbildung 2.9 dargestellt ist.

Abbildung 2.9: Gezeigt ist die allgemeine Gestalt des blockdiagonalisierten Hamilton-Operators Ĥ ′′. Der
blaue Block ist diagonal und enthält die Eigenenergien der Badorbitale. Der rote Block ist ebenfalls diagonal
und enthält die stark korrelierten Verunreinigungsorbitale. Beide Diagonalblöcke müssen nicht die gleiche
Größe aufweisen. Die beiden pinkfarbenen Blöcke sind nicht diagonal und enthalten die
Hybridisierungsmatrixelemente aus Gleichung 2.68, die die Kopplung zwischen Bad- und
Verunreinigungszuständen vermitteln.[16, 79]
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Dadurch kann die Hybridisierungsfunktion aufgeteilt werden:

∆kl(ω) = ∆fk
kl(ω) + ∆lig

kl (ω) + ∆korr
kl (ω). (2.74)

Dabei repräsentiert

∆fk
kl(ω) =

N∑

i=1

K∑

j=1

c2
jiVikV

∗
il

ω + iη − εi
(2.75)

die Hybridisierung des Festkörpers mit den Koeffizienten cji = Tji der Bad-Blockdiagonalisierung,

∆lig
kl (ω) =

N∑

i=1

N∑

j=K+1

c2
jiVikV

∗
il

ω + iη − εi
(2.76)

die Hybridisierung der Liganden und

∆korr
kl (ω) =

N∑

i=1

N+M∑

ν=N+1

c2
νiVikV

∗
il

ω + iη − εi
(2.77)

die Hybridisierung der stark korrelierten Verunreinigung mit den Koeffizienten cνi = Tνi der
Verunreinigungs-Blockdiagonalisierung. Die Indizes k, l ∈ {1, . . . , N +M} beziehen sich auf
die neue Hamilton-Matrix Ĥ ′′. Die Kondo-Temperatur kann daraus mit einer angepassten
Version der Haldane-Gleichung 2.65 für einen einzelnen Verunreinigungszustand entsprechend

Tk =

√
ΓU

2kB
exp

(
πε(ε+ U)

ΓU

)
(2.78)

bestimmt werden, wobei Γ die Kondo-Resonanzbreite

Γ = −I (∆kk(0)) (2.79)

und ε ∈
[
−U

2 ,
U
2

]
die Energie des Verunreinigungszustandes relativ zum Fermi-Niveau für

ein symmetrisches AM ist. Die Gleichung ist nur für |ε| � Γ gültig.[3, 86, 95] Des Weiteren
ermöglicht die Hybridisierungsfunktion, wie in den vorherigen Abschnitten erörtert, einen
Einblick in die Physik des betrachteten Systems. Eine andere Methode zur Berechnung dieser
Funktion durch lokale Green-Funktionen ist in Abschnitt 3.1 erläutert.[79]



3. Das Wasserstoffmolekül als Modellsystem
für Korrelationseffekte

Ziel dieses Teils der vorliegenden Arbeit ist es, zunächst den Zusammenhang zwischen
statischer Korrelation und Kondo-Eigenschaften zu verstehen. Dabei wird auf Dissertation
von M. P. Bahlke[79] zurückgegriffen, der das Wasserstoffmolekül als Modellsystem für den
Kondo-Effekt heranzog.
Damit das Wasserstoffmolekül als Kondo-System entsprechend Abschnitt 2.3.5 aufgefasst
werden kann, wird eines der beiden Atome als Verunreinigung und das andere als Bad
betrachtet.

3.1. Methodologie

Um vergleichbare Ergebnisse zu erhalten, wurde der damals berechnete Gleichgewichts-
abstand dGG = 0.75 Å beibehalten und keine Geometrieoptimierung durchgeführt.[79] Die
Berechnung der elektronischen Struktur erfolgte mit KS-DFT[11, 12], dem Funktional BP86[96]
und dem Basissatz STO-3G[97] mit Gaussian[98] bei einer selbstkonsistenten Konvergenzgrenze
von 10−6 Hartree für verschiedene Bindungsabstände

d(x) = dGG + x, (3.80)

mit der Auslenkung x aus dem Gleichgewicht. Sämtliche Berechnungen wurden zweimal
durchgeführt, einmal mit geschlossenschaliger KS-DFT und einmal mit gebrochener Symmetrie
entsprechend Abschnitt 2.1.4. Aus der Ausgabe des Programms ging direkt der Erwartungswert
des Gesamtspins 〈Ŝ2〉 hervor. Aufgrund der bereits bestehenden Implementierung wurde die
FOD-Analyse gemäß Abschnitt 2.2 mit dem Programm Orca[35, 99–104] durchgeführt. Die
dazu notwendige FT-DFT-Berechnung ist ebenfalls in Orca implementiert.3 Da HYDRA[15,
16] nicht für derart kleine Systeme, in denen keine echten Blockmatrizen auftreten, adaptiert
ist, wurde ein Programm zu diesem Zweck geschrieben, das in Addendum A zu finden ist. Der
verwendete Algorithmus, der aus der Arbeit von Bahlke[79] angepasst wurde, soll im Folgenden
erörtert werden:
Die Hamilton-Matrix des Systems ist von der Form

Ĥ =

(
ε0 V
V ε0

)
(3.81)

mit der lokalen Energie ε0 und dem Hybridisierungs-Matrixelement V . Aus der zeitunabhängi-
gen Schrödingergleichung (

εn − Ĥ
)
|n〉 = 0 (3.82)

3Um sicherzustellen, dass die so errechnete Elektronenstruktur vergleichbar mit jener aus der geschlossen-
schaligen DFT-Berechnung ist, müssen die Energien für jeden Bindungsabstand verglichen werden. Dies ist in
Addendum B zu finden.

22
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mit den STO-3G-Basiszuständen |n〉 ∈ {|1〉 , |2〉} und der Eigenenergie εn des n-ten Zustands
lässt sich die sogenannte Green-Funktion

Gδ(ε) =
(
ε− Ĥ ± iδ

)−1
=

1

(ε− ε0 ± iδ)2 − V 2

(
ε− ε0 ± iδ V

V ε− ε0 ± iδ

)
(3.83)

errechnen, die im Kontext von Abschnitt 2.3.2 als Propagator in Gleichung 2.52 vorkam. Die
infinitesimale Verschiebung δ ist notwendig, um Divergenzen zu vermeiden. Für numerische
Berechnungen wurde der endliche Wert δ = 0.1 eV gewählt, während für analytische Ar-
gumentationen die echte Green-Funktion G(ε) = limδ→0Gδ(ε) verwendet werden muss. Die
Nützlichkeit der Funktion liegt darin begründet, dass sie auf dem gesamten Spektrum des
Hamilton-Operators divergiert, sodass dessen Eigenwerte leicht abgelesen werden können.[105]
Für eine endliche Verschiebung zeigt sich an diesen Stellen stattdessen extremales Verhal-
ten. Die Diagonalelemente von Gδ(ε) definieren die lokalen Green-Funktionen gi(ε) sowie die
ungestörten lokalen Green-Funktionen g0

i (ε). Letztere wurden aus gi(ε) für den Fall V = 0
erhalten, repräsentieren also das nicht-wechselwirkende System. Die Hybridisierungsfunktion
folgt daraus gemäß

∆i(ε) = V 2g0
j (ε) =

V 2

ε− ε0 + iδ
, (3.84)

wobei ein positives Vorzeichen für iδ gewählt wurde. Da das System symmetrisch ist, hat die
Wahl von j ∈ {1, 2} keine Auswirkung. Aus der lokalen Green-Funktion

gi(ε) =
1

g0
i (ε)−∆i(ε) + iδ

(3.85)

wird die Spektralfunktion

Ai(ε) = − 1

π
I(gi(ε)) (3.86)

errechnet, analog zu Gleichung 2.53 für ein wechselwirkendes System. Aus der analytischen
Diagonalisierung von Ĥ folgen die Eigenenergien

ε+ = ε0 − V
ε− = ε0 + V

(3.87)

zu den beiden Eigenzuständen

|+〉 =
|1〉+ |2〉√

2

|−〉 =
|1〉 − |2〉√

2
.

(3.88)

3.2. Resultate und Vergleich

Wie in Abschnitt 2.1.4 erläutert, weicht der Erwartungswert 〈Ŝ2〉 des Gesamtspinoperators
Ŝ2 für Determinanten mit gebrochener Symmetrie vom idealen Wert 2S + 1 mit der Gesamt-
quantenzahl S ab. Daher kann 〈Ŝ2〉 als Indikator für den Grad der Spinsymmetriebrechung
genutzt werden. Für einen optimalen Bindungsabstand im Wasserstoffmolekül sollte keine
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Spinsymmetriebrechung erfolgen, also 〈Ŝ2〉 = 0 gelten. Je weiter die Atome voneinander
entfernt werden, desto stärker sind die atomaren Spins an den Wasserstoffatomen lokalisiert,
sodass 〈Ŝ2〉 → 1 für x → ∞ zu erwarten ist. Das tatsächliche Verhalten von 〈Ŝ2〉 ist in
Abbildung 3.10 zusammen mit den bindenden und antibindenden Energien zu sehen.
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Abbildung 3.10: Links ist der Gesamtspinerwartungswert 〈Ŝ2〉 gegen die Auslenkung x in Å aus dem
Gleichgewichtsabstand aufgetragen. Deutlich erkennbar ist ein Sprung bei x > 0.8 Å auf finite Werte. Rechts
ist die Energie ε in eV gegen die Auslenkung x in Å aufgetragen. Dabei steht der Index + für den bindenden
und der Index − für den antibindenden Eigenzustand, analog zu Gleichung 3.87. Der Index gs repräsentiert die
geschlossenschalige DFT-Berechnung, die Indizes α und β repräsentieren die Spinorbitale der DFT-Berechnung
mit gebrochener Spinsymmetrie. Auffällig ist hier ebenso das Divergieren der geschlossenschaligen und
symmetriegebrochenen Energien für x > 0.8 Å sowie die angedeutete Konvergenz der bindenden und
antibindenden Energien für große Auslenkungen.

Aus den Erwartungswerten des Gesamtspins kann geschlussfolgert werden, dass für x > 0.8 Å
die Berechnung zu einer Determinante mit gebrochener Symmetrie konvergiert. Dies steht im
Kontrast zu den Resultaten von Bahlke[79], die bereits für x > 0.4 Å eine Symmetriebrech-
nung aufweisen. Grund dafür könnten numerische Abweichungen in der selbstkonsistenten
Berechnung der Determinante sein, durch die der Algorithmus ein anderes lokales Minimum
gefunden hat. Insgesamt zeigt dies aber, dass ein offenschaliger, symmetriegebrochener Zustand
mit der Methode der vergrößerten Bindungsabstände erreicht werden konnte. Die Eigenener-
gien untermauern diese Schlussfolgerung, da die bindenden und antibindenden Energien für
x ≤ 0.8 Å identisch für die geschlossenschalige und die symmetriegebrochene DFT-Berechnung
sind, danach aber voneinander abweichen. Das Annähern von bindenden und antibindenden
Energien für große Auslenkungen ist zu erwarten, da im Grenzfall x→∞ keine Wechselwir-
kung zwischen den Wasserstoffatomen mehr existiert und somit auch keine Aufspaltung in
bindende und antibindende Eigenzustände erfolgt.[43]
Der Verlauf der Hybridisierungsfunktionen der Verunreinigung ist in Abbildung 3.11 dargestellt.
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Abbildung 3.11: Zu sehen ist eine Auftragung des Imaginärteils der Hybridisierungsfunktion ∆1(ε) in eV der
Verunreinigung gegen die Energie ε in eV bei verschiedenen Auslenkungen x. Die ungestörten
Bad-Eigenenergien ε0 sind für die jeweiligen Berechnungen durch gestrichelte Linien dargestellt. Für x > 0.8 Å
ist zu sehen, dass die Hybridisierungsfunktion der geschlossenschaligen Lösung, indiziert durch gs, von der
Hybridisierungsfunktion der Spinorbitale mit gebrochener Symmetrie, indiziert durch α und β, abweicht. Der
absolute Wert des Imaginärteils der Hybridisierungsfunktion sinkt außerdem mit zunehmendem
Bindungsabstand. Darüber hinaus ändert sich der energetische Abstand der Maxima der Hybridisierung
ebenso, wobei diese immer mit kleiner numerischer Abweichung bei den Bad-Eigenenergien liegen.

Erkennbar ist, dass der qualitative, aber auch der quantitative Verlauf der Hybridisierungs-
funktion von Bahlke[79] reproduziert werden konnte, mit Ausnahme der schon erwähnten
Konvergenz zur geschlossenschaligen Determinante für x ≤ 0.8 Å. Das Aufspalten der Hybri-
disierungsfunktion ist in Einklang mit den vorigen Beobachtungen. Die mit der Auslenkung
abnehmende Hybridisierungsstärke spiegelt das in Abschnitt 2.3.3 dargelegte Konkurrieren
von Hybridisierung und Coulomb-Wechselwirkung wider. Für geringe Auslenkungen ist die
Hybridisierung sehr stark, für große Auslenkungen hingegen schwach. Für ein diatomares
System mit nur zwei Zuständen ist die Fermi-Energie gegeben durch

εF = εHOMO +
εLUMO − εHOMO

2
= ε+ +

ε− − ε+
2

= ε0, (3.89)

wobei εHOMO die Energie des höchsten besetzen und εLUMO die Energie des niedrigsten unbe-
setzten Molekülorbitals ist. Die Hybridisierungsfunktion weist also, wie erwartet, ein Maximum
bei der Fermi-Energie des jeweiligen Bades auf, die durch die symmetrische Aufspaltung der
Atomorbitale in Molekülorbitale auch gleichzeitig die ungestörte Eigenenergie ε0 darstellt. Dies
bestätigt die Interpretation der Hybridisierungsfunktion im Rahmen der Ligandenfeldtheorie
an einem stark vereinfachten System, wie auch in der folgenden Abbildung 3.12 zu sehen ist.
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Abbildung 3.12: Links ist eine Auftragung des Imaginärteils der Hybridisierungsfunktion ∆1(ε) in eV gegen
die Energie ε in eV für die geschlossenschalige DFT-Berechnung bei einer Auslenkung von x = 1.6 Å zu sehen.
Die ungestörte Eigenenergie ε0 ist durch eine blaue Linie gekennzeichnet, die bindende und antibindende
Eigenenergie ε± durch magentafarbene Linien. Auf der rechten Seite ist das Molekülorbital-Diagramm des
Wasserstoffmoleküls mit den Eigenzuständen aus Gleichung 3.88 zu sehen, die aus den 1s-Orbitalen
beziehungsweise den STO-3G-Basiszuständen des Wasserstoffs hervorgehen.

Daraus wird ein Zusammenhang der physikalischen Theorie korrelierter Systeme und
der Ligandenfeldtheorie der Chemie deutlich: Im Kontext solcher Modellsysteme stellt ein
1s-Orbital das Bad respektive das Zentrum des Komplexes dar, während das andere 1s-Orbital
die Position der Verunreinigung respektive der Liganden einnimmt. Durch die Wechselwirkung
mit dem hier sehr einfachen Ligandenfeld spalten die Orbitale des Zentrums auf, sodass zwei
neue Zustände entstehen, der bindende Zustand |+〉 und der antibindende Zustand |−〉.[79,
106] Die Hybridisierungsfunktion könnte somit nicht nur als Werkzeug dienen, um zu erkennen,
welche elektronischen Zustände des Bades tatsächlich mit einer Verunreinigung hybridisieren,
sondern auch, um die Ligandenfeld-Aufspaltung nach den elektronischen Zuständen des
Koordinationszentrums aufzulösen. Dafür sind allerdings weitere Berechnungen an tatsächlichen
Metall-Ligand-Koordinationsverbindungen notwendig, die über den Rahmen dieser Arbeit
hinausgehen.
Um zu zeigen, dass die relevanten physikalischen Eigenschaften des Systems, die aus der
Spektralfunktion folgen, bereits durch die Berechnung der Hybridisierungsfunktion erhalten
wurden, ist das 1. Diagonalelement der Spektralfunktion in Abbildung 3.13 zu sehen.
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Abbildung 3.13: Dargestellt ist eine Auftragung des 1. Diagonalelements A1(ε) der Hybridisierungsfunktion
in eV gegen die Energie ε in eV für das geschlossenschalige (gs) und das symmetriegebrochene (α, β) System
bei voller Auslenkung x = 2.0 Å. Durchgezogene Linien repräsentieren eine finite Hybridisierung (V 6= 0),
gestrichelte Linien stehen für das nicht-wechselwirkende System (V = 0). Das 1. Diagonalelement der
Spektralfunktion ist äquivalent zur lokalen Zustandsdichte von einem der beiden Atome.[107] Erkennbar ist die
symmetrische Aufspaltung der nicht-wechselwirkenden lokalen Zustandsdichte zu zwei Maxima mit jeweils
halber Höhe im Vergleich zum ursprünglichen Maximum, wenn die Atome wechselwirken. Diese neuen Maxima
liegen bei den Eigenenergien ε± der bindenden und antibindenden Zustände.

Die Auftragungen lassen sich so interpretieren, dass die Zustandsdichte von einem isolierten
Atomorbital übergeht zu den bindenden und antibindenden Zuständen, die durch Wechsel-
wirkung der Atome zustande kommen. Im Vergleich zur Hybridisierungsfunktion sind so
aber keine neuen Informationen leichter zugänglich, da die Eigenenergien der Molekülorbitale
bereits direkt aus der Ausgabe des benutzen Quantenchemie-Programms erhalten werden
können. Ein Vorteil in der Berechnung der Spektralfunktion besteht lediglich in ihrer direkten
realen Messbarkeit, während die Hybridisierungsfunktion experimentell vor allem indirekt
durch Vorhersage der Kondo-Temperatur validiert wird. Die charakteristische Kondo-Resonanz
in der Spektralfunktion tritt doppelt auf, da dem korrelierten System zwei Zustände, ein
bindender und ein antibindender, zur Verfügung stehen, im Gegensatz zu den in Abschnitt
2.3.3 getroffenen Annahmen.
Zuletzt soll eine Einsicht darin gewonnen werden, inwiefern der physikalische Begriff stark
korrelierter Systeme mit dem chemischen Begriff der statischen Korrelation verwandt ist.
Da sowohl die fraktionale Orbitaldichte (FOD) aus Abschnitt 2.2 als auch der schon be-
trachtete Gesamtspinerwartungswert ein Maß für die statische Korrelation dienen, liegt es
nahe, diese mit der Hybridisierungsfunktion zu vergleichen. Dazu wurde eine Normierung des
Gesamtspin-Erwartungswertes, der fraktionalen Orbitaldichte und der Minima I (∆gs

min) der
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geschlossenschaligen Hybridisierungsfunktionen gemäß

F̃OD(x) =
FOD(x)

maxFOD(x)

〈̃Ŝ2〉(x) =
〈Ŝ2〉(x)

max〈Ŝ2〉(x)

˜I (∆gs
min) =

|I (∆gs
min) (x)|

max |I (∆gs
min) (x)|

(3.90)

durchgeführt, wobei F̃OD, 〈̃Ŝ2〉 und ˜I (∆gs
max) die jeweiligen normierten Größen und max das

Maximum unter allen eingesetzten Werten der Auslenkung x darstellen. Das Resultat ist in
Abbildung 3.14 dargestellt, wobei der reziproke Imaginärteil der Hybridisierung aufgetragen
wurde, damit die Vorzeichen der Steigung bei allen drei Graphen übereinstimmen.
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Abbildung 3.14: Abgebildet ist eine Auftragung des normierten Gesamtspin-Erwartungswertes 〈̃Ŝ2〉, der
normierten fraktionalen Orbitaldichte F̃OD und des normierten, reziproken Imaginärteils der
Hybridisierungsmaxima ˜I (∆gs

min) gegen den Abstand x in Å. Sowohl der Gesamtspin-Erwartungswert als auch
die FOD zeigen einen starken Anstieg ab x = 0.8 Å. Erkennbar ist, dass die normierte fraktionale
Orbitaldichte im Gegensatz zum Gesamtspin-Erwartungswert im betrachteten Bereich nicht gegen einen
Grenzwert zu konvergieren scheint. Die Hybridisierung zeigt ein analoges Verhalten zur F̃OD.

Da die fraktionale Orbitaldichte von Grimme et al.[35, 39] bereits als Maß für statische
Korrelation für mehrere Systeme etabliert werden konnte, wird diese als Richtwert im folgenden
Vergleich herangezogen. Der Gesamtspin-Erwartungswert zeigt ein ähnliches Verhalten wie die
fraktionale Orbitaldichte, ist aber nach oben beschränkt. Die aus Gleichung 2.42 abgeleitete
Orbitaldichte divergiert hingegen für x→∞, wenn die Orbitale normiert sind. Die statische
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Korrelation kann also, unter Umständen mit geeigneten Referenzwerten, auch mit dem Erwar-
tungswert des Gesamtspins quantifiziert werden. Ein entscheidender Vorteil der fraktionalen
Orbitaldichte ist hierbei aber, dass diese aus geschlossenschaligen FT-DFT-Berechnungen
bestimmt wird, die unter Umständen weniger Rechenleistung benötigen als Berechnungen
mit gebrochener Symmetrie. Höchst interessant ist in diesem Zusammenhang der Verlauf des
Imaginärteils der Hybridisierungsmaxima. Dieser verhält sich mit steigender Auslenkung analog
zur FOD mit einer Kosinusähnlichkeit von 98.5 %. Dies legt nahe, dass der Kondo-Effekt,
der bei zu starker Hybridisierung nicht mehr gemessen werden kann, eng mit der statischen
Korrelation zusammenhängt. Darüber hinaus stellt sich der Imaginärteil der Hybridisierungs-
maxima als vielversprechendes statisches Korrelationsmaß dar, da dieser, im Gegensatz zur
FOD, aus DFT-Berechnungen am absoluten Nullpunkt erhalten werden kann. Insofern die
Rechenzeit von HYDRA zusammen mit einer geschlossenschaligen DFT-Berechnung geringer
als die der FT-DFT-Berechnung ist, wäre diese Methode effizienter. Dies müsste aber an
größeren Systemen nachgewiesen werden, was über die Zielsetzung dieser Arbeit hinausgeht.



4. Hybridisierungs-Dekomposition
organischer Radikale

Da HYDRA[15, 16] mit natürlichen Einheiten rechnet, gilt ab hier ~ = 1 und damit ε = ω.

4.1. Polychlortriphenylmethyl-Radikal

4.1.1. Methodologie

Die Geometrie des Polychlortriphenylmethyl-Radikals (PTM) und seiner mit Wasser-
stoff reduzierten Variante Polychlortriphenylmethyl-Wasserstoff (PTH) wurde mit Projektor-
augmentierten Wellen-Potentialen (PAW-Potentialen)[108] bei einer Konvergenzgrenze von
10−4 Hartree mit VASP[109–111] optimiert. Die resultierenden Molekülstrukturen sind in
Abbildung 4.15 zu sehen.

Abbildung 4.15: Abgebildet sind die optimierten Molekülgeometrien des isolierten
Polychlorotriphenylmethyl-Radikals (PTM) und seiner reduzierten Variante (PTH). Kohlenstoffatome sind
grau, Wasserstoffatome weiß, Chloratome grün und Schwefelatome gelb dargestellt.

Um die Adsorbatsysteme zu erzeugen, wurden die optimierten PTM- und PTH-Strukturen
auf Gold(111) aufgebracht und erneut mit VASP[108–111] unter periodischen Randbedingun-
gen optimiert, wobei die Goldatome fixiert blieben. Da die Menge an Goldatomen für eine
Berechnung der elektronischen Struktur in der gegebenen Zeit zu hoch ist, wurden Pyramiden-
stümpfe variierender Größe durch gezieltes Entfernen von Goldatomen konstruiert und auf
periodische Randbedingungen verzichtet, wie in Abbildung 4.16 dargestellt ist.

30
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Abbildung 4.16: Dargestellt sind die optimierten Molekülstrukturen von PTM und PTH auf einem
Gold-Pyramidenstumpf variabler Größe. Die Monolagensysteme beinhalten 30, die Bilagensyteme 50 und das
Trilagensystem 120 Goldatome. Goldatome sind orange, Kohlenstoffatome grau, Wasserstoffatome weiß,
Chloratome grün und Schwefelatome gelb eingefärbt.

Die elektronische Struktur der isolierten Moleküle und Adsorbate wurde mit KS-DFT[11,
12], dem Funktional PBE[112–115] und dem Basissatz LANL2DZ[116–118] mit Turbomole[119–
122] bei einer selbstkonsistenten Konvergenzgrenze von 10−6 Hartree berechnet. Für ein PTH-
Trilagen-Adsorbat konnte keine Konvergenz der Berechnung im gegebenen Zeitraum erzielt
werden. Aus der elektronischen Struktur wurde die Hybridisierungsfunktion mittels einer
Python-Implementierung[123] von HYDRA[15, 16] ermittelt, die die Blockdiagonalisierung
aus Abschnitt 2.3.5 realisiert. Als Verunreinigungsorbital wurde das energetisch höchste,
besetzte Orbital von PTM respektive PTH ausgewählt. Da HYDRA[15, 16] den Index des
Verunreinigungsorbitals im Adsorbatsystem benötigt, musste dieses zunächst bestimmt werden,
indem errechnet wurde, welches Orbital |φi〉 des Adsorbatsystems den maximalen Überlapp

O = max
i
〈φi|ψ〉 (4.91)

mit dem höchsten besetzten Orbital |ψ〉 des isolierten Systems aufweist.[123] Sämtliche Molekül-
und Orbitaldarstellungen wurden mit MultiWfn[124, 125] und VMD[126, 127] bei einem
Isooberflächenwert von 0.02 erstellt.

4.1.2. Resultate und Diskussion

Das höchste besetzte Orbital des isolierten PTMs und PTHs ist in Abbildung 4.17 zu
sehen.
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Abbildung 4.17: Dargestellt sind die höchsten besetzten Orbitale von PTM und PTH, die das
Verunreinigungsniveau bilden. Das Vorzeichen der Wellenfunktion ist farblich gekennzeichnet. Bemerkenswert
ist die Delokalisierung des radikalischen Elektrons des PTM-Moleküls, die zu dessen Stabilität beiträgt. Für
PTH hingegen ist das höchste Orbital doppelt besetzt.

Die in Bezug auf das PTM-Orbital berechnete Hybridisierungsfunktion der Adsorbatstruk-
turen ist in Abbildung 4.18 dargestellt. Das PTM1-System zeigt ein Hybridisierungsminimum
am Fermi-Niveau mit geringem, aber erkennbaren Ligandenanteil. Da der Kondo-Effekt durch
Leitfähigkeitsmessungen an Einzel-Molekül-Bruchkontakten nachgewiesen wurde, entspricht
dies den Erwartungen.[22, 26] Das PTM2-System hingegen weist keine nennenswerte Hybridi-
sierung am Fermi-Niveau auf, obwohl eine Bilage einem idealen Festkörper ähnlicher ist als eine
Monolage. Eine mögliche Erklärung kann allerdings aus der Darstellung des Verunreinigungsor-
bitals erhalten werden, das trotz des errechneten Überlappmaximums nur eine geringe visuelle
Ähnlichkeit mit dem Orbital aus Abbildung 4.17 aufweist. Dies deutet auf eventuelle Probleme
mit dieser Methode, das Verunreinigungsniveau zu finden, hin. Das größte System, PTM3, zeigt
unerwarteterweise ebenfalls keine nennenswerte Hybridisierung bei der Fermi-Energie, jedoch
ein charakteristisches Minimum bei −4.63 eV, weswegen alle weiteren Berechnungen für beide
Hybridisierungswerte durchgeführt wurden. Sollte eine gute quantitative Übereinstimmung
mit den experimentellen Ergebnissen aus dem verschobenen Minimum erhalten werden, so
repräsentiert dieses tatsächlich die Kondo-Resonanz.
Im Vergleich dazu sind in Abbildung 4.19 die Imaginärteile der Hybridisierungsfunktionen und
die Verunreinigungsniveaus der PTH-Adsorbate dargestellt.
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Abbildung 4.18: Links ist der Imaginärteil der Hybridisierungsfunktion des Festkörpers ∆fk(ω), des
Liganden ∆lig(ω) und des gesamten Systems ∆(ω) in eV gegen die Frequenz ω in eV aufgetragen. Rechts ist
das mit der Überlappmethode gefundene Verunreinigungsorbital dargestellt. Die Frequenz des höchsten
besetzten Orbitals des jeweiligen Adsorbatsystems wurde auf ω = 0 eV gesetzt.
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Abbildung 4.19: Links ist der Imaginärteil der Hybridisierungsfunktion des Festkörpers ∆fk(ω), des Liganden
∆lig(ω) und des gesamten Systems ∆(ω) in eV gegen die Frequenz ω in eV für die PTH-Adsorbate aufgetragen.
Rechts ist das mit der Überlappmethode gefundene Verunreinigungsorbital dargestellt. Die Frequenz des
höchsten besetzten Orbitals des jeweiligen Adsorbatsystems wurde auch hier auf ω = 0 eV gesetzt.

Da für PTH experimentell kein Kondo-Effekt nachgewiesen werden konnte, ist das Hybri-
disierungsminimum am Fermi-Niveau von PTH1 überraschend, während das System PTH2
den Erwartungen entspricht.[26] Ursächlich könnte sein, dass eine Monolage von Goldatomen
in diesem Fall ein Artefakt erzeugt, da es einem echten Festkörper mit periodischen Randbe-
dingungen nicht ähnlich genug ist.
Die Kondo-Resonanzbreite wurde gemäß Gleichung 2.79 errechnet, woraus die Verhältnisse

χfk =
Γfk

Γ
· 100 % (4.92)

der Festkörperresonanz Γfk und

χlig =
Γlig

Γ
· 100 % (4.93)
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der Ligandenresonanz Γlig zur Gesamtresonanz Γ ermittelt wurden. Die Resultate sind in
Tabelle 4.1 zu sehen.

System Γ [eV] Γfk [eV] Γlig [eV] χfk χlig

PTM1 0.536 0.408 0.127 76 % 24 %

PTM2 0.651 0.531 0.120 82 % 18 %

PTM3 2.34 2.04 0.297 87 % 13 %

PTM3∗ 17.3 14.6 2.70 84 % 16 %

PTH1 0.303 0.202 0.101 67 % 33 %

PTH2 0.248 0.127 0.122 51 % 49 %

Tabelle 4.1: Aufgelistet sind die Resonanzbreiten des Gesamtsystems Γ, des Festkörpers Γfk und des
Liganden Γlig in eV für die verschiedenen betrachteten Systeme. Für PTM3∗ wurden die Werte am Minimum
ausgewertet. Weiterhin sind die Verhältnisse der Hybridisierung des Festkörpers zum Gesamtsystem χfk und
der des Liganden zum Gesamtsystem χlig angegeben.

Zu sehen ist, dass der prozentuale Anteil der Festkörperhybridisierung bei einer steigenden
Anzahl von Goldatomen im Falle des PTM-Adsorbats zunimmt, aber für das PTH-Adsorbat
abzunehmen scheint. Da für das PTH-System nur zwei Datenpunkte zur Verfügung stehen
und das Monolagensystem in der Hybridisierung eine unerwartete Anomalie zeigt, ist eine
aussagekräftige Schlussfolgerung nicht möglich. Für das PTM-System gilt dies mit nur einem
Datenpunkt mehr ebenso, sodass weitere Untersuchungen zukünftig folgen sollten, um die
Größenabhängigkeit besser zu verstehen. Das strenge Wachstum des Festkörperanteils für das
PTM-System ist allerdings ein erstes Indiz für einen allgemeinen Zusammenhang. Aus den
Resonanzbreiten kann die Kondo-Temperatur gemäß der Haldane-Gleichung 2.78 bestimmt
werden, wobei für ein symmetrisches AM die Bandbreite des Verunreinigungsniveaus durch
ε ∈

[
−U

2 ,
U
2

]
gegeben ist. Der Coulomb-Term U ist aus den durchgeführten Rechnungen nicht

zugänglich, sodass die Kondo-Temperatur für einen Bereich von U ∈ (0 eV, 10 eV] in Abbildung
4.20 dargestellt ist.
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Abbildung 4.20: Aufgetragen ist die Kondo-Temperatur TK(U) in K gegen den Coulomb-Term U in eV,
bestimmt gemäß Gleichung 2.78 für sämtliche Adsorbatsysteme. Die Werte wurden am Minimum ε = −U

2

berechnet, das einer einfachen Besetzung des Verunreinigungsniveaus entspricht.[128] Der gelb hinterlegte
Bereich stellt experimentell gemessene Kondo-Temperaturen für PTM-Gold-Kontakte dar.
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Experimentell wurde die Kondo-Temperatur von vergleichbaren PTM-Gold-Elektroden auf
den Bereich TK ∈ [1 K, 3.7 K] eingeschränkt.[22, 26] Theoretische Berechnungen des Coulomb-
Terms ergeben für diese Systeme einen Wert von ungefähr 1 eV.[128] Bei den hier untersuchten
Adsorbaten fällt auf, dass die Kondo-Temperaturen von PTM3 und PTM3∗ unphysikalisch
hoch sind. Dies ist keine Überraschung, da die Annahme |ε| � Γ hier nicht erfüllt ist und
die Haldane-Gleichung damit keine Aussagekraft hat. Das nicht mit den experimentellen
Ergebnissen übereinstimmende Hybridisierungsminimum von PTH1 schlägt sich auch hier
durch eine qualitativ zu hohe Kondo-Temperatur nieder, da diese die des Kondo-Systems
PTM1 übertrifft. Die Kondo-Temperatur von PTM2 liegt zwar auch vergleichsweise niedrig,
was aber aufgrund des fehlenden Minimums zu erwarten war. Qualitativ dem Experiment
entsprechend verhalten sich die Systeme PTM1 und PTH2, wobei der Coulomb-Term für
beide im optimalen Temperaturbereich zu hoch ist. Eine mögliche Ursache dafür könnte ein
zu kleiner Basissatz sein, da in den Referenzen der deutlich größere Basissatz def2-TZVP
verwendet wurde.[128] Auch sind die in den Referenzen untersuchten Systeme nicht vollkommen
identisch mit den hier betrachteten, insbesondere wurden hier deutlich weniger Goldatome
verwendet, um die Rechnungen zu beschleunigen. Dagegen spricht wiederum, dass die Werte
nicht besser, sondern schlechter mit zunehmender Systemgröße werden. Dies deutet auf ein
fundamentaleres Problem mit der Berechnung der Hybridisierungsfunktion hin, in Einklang mit
der fehlenden Hybridisierung von PTM2 und der Verschiebung bei PTM3. Die Methode, das
Verunreinigungsniveau durch den maximalen Überlapp zu bestimmen, sollte daher zweifelsohne
eingehender auf ihre Gültigkeit untersucht werden. Darüber hinaus hängt der absolute Wert des
Minimums von der infinitesimalen Verschiebung δ ab, weshalb eine eingehendere Analyse dieses
zunächst aus technischen Gründen eingeführten Parameters hinsichtlich seiner Auswirkungen
auf physikalische Messgrößen sinnvoll wäre.

4.2. Blatter-Radikal

4.2.1. Methodologie

Aus Referenz [29] wurde eine in Abbildung 4.21 gezeigte, optimierte Molekülstruktur des
Blatter-Radikals mit und ohne Gold-Elektroden erhalten.

Abbildung 4.21: Zu sehen sind die optimierten Molekülstrukturen des isolierten Blatter-Moleküls B-ISO und
der Blatter-Elektrode B-ELEK. Kohlenstoffatome sind grau, Wasserstoffatome weiß, Stickstoffatome blau,
Schwefelatome gelb und Goldatome orange dargestellt.

Die elektronische Struktur beider Systeme wurde mit KS-DFT[11, 12], dem Funktional
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B3LYP[129–132] und dem Basissatz def2-TZVP[133, 134] mit Turbomole[119–122] bei einer
selbstkonsistenten Konvergenzgrenze von 1 · 10−7 Hartree berechnet. Daraus wurde analog zu
Abschnitt 4.1.1 die Hybridisierungsfunktion errechnet.[123] Auch hier wurden alle Graphiken
mit MultiWfn[124, 125] und VMD[126, 127] bei einem Isooberflächenwert von 0.2 erstellt.

4.2.2. Resultate und Diskussion

Das aus der Elektronenstrukturrechnung erhaltene, höchste besetzte Orbital von B-ISO
und das B-ELEK-Orbital, welches mit diesem den größten Überlapp aufweist, ist in Abbildung
4.22 dargestellt, zusammen mit dem Imaginärteil der entsprechenden Hybridisierungsfunktion.

Abbildung 4.22: Oben links ist das einfach besetzte, energetisch höchste Orbital des B-ISO-Systems zu
sehen. Oben rechts erkennbar ist das Orbital im B-ELEK-System, das den größten Überlapp mit dem
B-ISO-Orbital aufweist. Unten ist der Imaginärteil der zu diesem Orbital gehörigen Hybridisierungsfunktion
des Gesamtsystems ∆(ω), des Festkörpers ∆fk(ω) und der Liganden ∆lig(ω) in eV gegen die Frequenz ω in eV
aufgetragen. Die Energien wurden gegen das höchste besetzte Orbital von B-ELEK verschoben, sodass
εF = 0 eV gilt. Auffällig ist ein lokales Minimum im Imaginärteil der Hybridisierungsfunktion im negativen
Frequenzbereich.

Da der Kondo-Effekt experimentell sowohl durch rastertunnelmikroskopische Methoden
für das Blatter-Radikal auf einer Goldoberfläche als auch durch Leitfähigkeitsmessungen an
einem Einzel-Molekül-Bruchkontakt nachgewiesen werden konnte, sollte der Imaginärteil der
Hybridiserungsfunktion ein charakteristisches Minimum am Fermi-Niveau aufweisen.[28, 29]
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Dieses zeigt allerdings eine leichte Verschiebung in den negativen Frequenzbereich, sodass hier,
analog zum PTH3-System, sämtliche Werte an beiden Stellen bestimmt wurden, wie Tabelle
4.2 zu entnehmen ist.

System Γ [eV] Γfk [eV] Γlig [eV] χfk χlig

B-ELEK 2.64 1.62 1.02 61 % 39 %

B-ELEK∗ 3.93 2.87 1.06 73 % 27 %

Tabelle 4.2: Tabelliert sind die Resonanzbreiten des Gesamtsystems Γ, des Festkörpers Γfk und des Liganden
Γlig in eV sowie der Festkörperanteil χfk und der Ligandenanteil χlig. Für das System B-ELEK wurden die
Größen am Fermi-Niveau ω = 0 eV ausgewertet, für B-ELEK∗ am lokalen Minimum bei ω = −0.11 eV.

Es zeigt sich, dass der Festkörper- und Ligandenanteil vergleichbar mit dem des PTM1-
System ist, was in Anbetracht der ähnlichen Anzahl an Goldatomen ein weiteres Indiz für
die Größenabhängigkeit der Hybridisierungsanteile darstellt und die Notwendigkeit einer
tiefgreifenderen Untersuchung noch einmal unterstreicht. Mit experimentellen Messwerten
wurde der Coulomb-Term auf den Bereich U ∈ [1.2 eV, 1.4 eV] eingegrenzt.[29] Die Kondo-
Temperatur kann in diesem Fall aber nicht mit der Haldane-Gleichung 2.78 bestimmt werden,
da die Grundvoraussetzung |ε| � Γ für das symmetrische AM mit ε ∈

[
−U

2 ,
U
2

]
nicht erfüllt

ist. Da die Resonanzbreite von B-ELEK jedoch niedriger ist als die von B-ELEK∗, weist dies
darauf hin, dass eine Auswertung der Größen am Fermi-Niveau im Einklang mit den Resultaten
des PTM3/PTM3∗-Systems zu besseren Resultaten führt, auch, wenn das charakteristische
Minimum leicht gegenüber dem Fermi-Niveau verschoben ist. Die zu hohen Resonanzbreiten
könnten vor allem auf den Konvergenzparameter δ zurückzuführen sein.



5. Fazit

Die Analyse des Wasserstoffmoleküls als Kondo-Modellsystem hat ergeben, dass wahrscheinlich
eine tiefere Beziehung zwischen der statischen Korrelation der Chemie und der Hybridisie-
rungsfunktion der Physik besteht, da der Verlauf etablierter statischer Korrelationsmaße große
Gemeinsamkeiten mit dem der Hybridisierungsminima aufweist. Eine allgemeine, geschlossen
analytische Äquivalenz der beiden Größen konnte allerdings nicht gefunden werden. Darüber
hinaus ergab sich eine Bestätigung der Korrespondenz von Kondo- und Ligandenfeldtheorie,
die bereits für größere Systeme nachgewiesen wurde.[79] Die Hybridisierungsfunktion könnte
außerdem in diesem Kontext zu einem tieferen Verständnis komplexchemischer Eigenschaften
beitragen. Insgesamt hat sich gezeigt, dass das Wasserstoffmolekül ein geeignetes Modellsystem
für den Kondo-Effekt darstellt, dessen Wert vor allem in seiner Simplizität und der daraus
entstehenden Übersichtlichkeit und Intuitivität liegt.
Die Analyse des PTM/PTH-Adsorbatsystems zeigte Abweichungen von sowohl experimentellen
als auch theoretischen Resultaten.[128] Qualitativ korrekte Größen konnten allerdings für
das Monolagensystem von PTM und das Bilagensystem von PTH bestimmt werden, was
darauf hindeutet, dass auch für geringe Systemgrößen Vielteilchen- und Festkörpereffekte
effizient simuliert werden können. Insgesamt überschätzt die verwendete Theorie allerdings die
Kondo-Temperaturen für die qualitativ korrekten Systeme um eine Größenordnung, sodass vor
allem eine nähere Analyse des Konvergenzsparameters δ durchgeführt werden sollte. Selbiges
gilt für die Bestimmung des Verunreinigungsniveaus mittels der Überlappmethode, deren
Verlässlichkeit eingehender zu untersuchen ist.
Für das experimentell als Kondo-System etablierte Blatter-Radikal konnte lediglich ein verscho-
benes Minimum im Imaginärteil der Hybridisierungsfunktion beobachtet werden.[28, 29] Die
zu hohe berechnete Resonanzbreite lässt sich auch hier durch den Einfluss von δ erklären. In
Einklang mit den Resultaten des PTM3-Systems zeigt sich, dass eine der Theorie entsprechende
Auswertung der Größen am Fermi-Niveau zu vergleichsweise besseren Ergebnissen führt als
eine Auswertung an dem Fermi-Niveau benachbarten Minima.
Ausgehend von diesen Resultaten ist zukünftig zunächst die Untersuchung der Überlappmetho-
de sowie der Auswirkung des Parameters δ sinnvoll, um die Genauigkeit der Kondo-Temperatur
zu erhöhen. Hinsichtlich der statischen Korrelationsmaße stellt sich vor allem die Frage, ob für
das Wasserstoffmolekül beobachtete Zusammenhänge auch für komplexere Systeme gefunden
und damit verallgemeinert werden können.
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Addendum

A. Python-Code zur Berechnung der Hybridisierungsfunktion,
der Spektralfunktion und der Orbitalenergien des Wasser-
stoffmoleküls

1 ############################
2 # Universitaet Hamburg
3 # Rasmus Curt Raschke
4 # 11.08.2024
5 ############################
6

7

8 import numpy as np
9 import numpy.linalg as la

10 import matplotlib.pyplot as plt
11 import matplotlib.ticker as ticker
12

13 ###
14 # Parameter fuer Darstellungen:
15 params = {’text.usetex ’ : True ,
16 ’font.size’ : 16 ,
17 ’font.family ’ : ’lmodern ’,
18 }
19 plt.rc(’text.latex’, preamble=r’\usepackage{amsmath}\usepackage{amsfonts}\

usepackage{physics}\usepackage[T1]{
fontenc}’)

20 plt.rcParams.update(params)
21 ###
22

23 def extract(filename):
24 # Extraktion einer 2x2 -Matrix aus Textdatei; filename: Pfad der Textdatei
25 mat = np.loadtxt(filename , dtype=float)
26 matrix = np.reshape(mat , (2,2))
27 return matrix # extrahierte Matrix
28

29

30 def hybridization(hamiltonian , e, offset):
31 # Berechnung der Hybridisierungsfunktion aus einer Hamiltonmatrix;

hamiltonian: 2x2 -Hamilton -Matrix
als np.array , e: betrachteter
Energiebereich in eV; offset:
minimale Verschiebung

32 e_0 = hamiltonian[0,0] * 27.2114
33 v = hamiltonian[1,0] * 27.2114
34 G_inv = np.zeros ((2,2), dtype = ’complex_ ’)
35 G0_inv = np.zeros ((2,2), dtype = ’complex_ ’)
36 G_inv[0,0] = G_inv[1,1] = G0_inv[0,0] = G0_inv[1,1] = e-e_0+offset*1j
37 G_inv[0,1] = G_inv[1,0] = -v
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38 G0_inv[0,1] = G0_inv[1,0] = 0
39 G0 = la.inv(G0_inv)
40 g0_22 = G0[0,0]
41 delta = v **2 * g0_22
42 return delta # berechnete Hybridisierungsfunktion in eV
43

44

45 def bonding(hamiltonian):
46 # Berechnung der Energie des bindenden Orbitals; hamiltonian: 2x2 -

Hamilton -Matrix als np.array
47 e_0 = hamiltonian[0,0] * 27.2114
48 v = hamiltonian[1,0] * 27.2114
49 bon = e_0 - np.abs(v)
50 return bon # Energie des bindenden Orbitals in eV
51

52

53 def antibonding(hamiltonian):
54 # Berechnung der Energie des antibindenden Orbitals; hamiltonian: 2x2 -

Hamilton -Matrix als np.array
55 e_0 = hamiltonian[0,0] * 27.2114
56 v = hamiltonian[1,0] * 27.2114
57 antib = e_0 + np.abs(v)
58 return antib # Energie des antibindenden Orbitals in eV
59

60

61 def spectral11(hamiltonian , e, offset):
62 # Berechnung des 1. Diagonalelements der Spektralfunktion; hamiltonian:

2x2 -Hamilton -Matrix als np.array ,
e: betrachteter Energiebereich in
eV; offset: minimale Verschiebung

63 e_0 = hamiltonian[0,0] * 27.2114
64 v = hamiltonian[1,0] * 27.2114
65 G_inv = np.zeros ((2,2), dtype = ’complex_ ’)
66 G0_inv = np.zeros ((2,2), dtype = ’complex_ ’)
67 G_inv[0,0] = G_inv[1,1] = G0_inv[0,0] = G0_inv[1,1] = e-e_0+offset*1j
68 G_inv[0,1] = G_inv[1,0] = -v
69 G0_inv[0,1] = G0_inv[1,0] = 0
70 G = la.inv(G_inv)
71 G0 = la.inv(G0_inv)
72 g_11 = G[0,0]
73 g0_11 = G0[0,0]
74 A_11 = - (1 / np.pi) * np.imag(g_11)
75 A0_11 = - (1 / np.pi) * np.imag(g0_11)
76 return A_11 , A0_11 # A_11: 1. Spektralfunktions -Matrixelement fuer

endliches V, A0_11: 1.
Spektralfunktions -Matrixelement
fuer V=0

77

78

79 def spectral22(hamiltonian , e, offset):
80 # Berechnung des 2. Diagonalelements der Spektralfunktion; hamiltonian:

2x2 -Hamilton -Matrix als np.array ,
e: betrachteter Energiebereich in
eV; offset: minimale Verschiebung

81 e_0 = hamiltonian[0,0] * 27.2114
82 v = hamiltonian[1,0] * 27.2114
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83 G_inv = np.zeros ((2,2), dtype = ’complex_ ’)
84 G0_inv = np.zeros ((2,2), dtype = ’complex_ ’)
85 G_inv[0,0] = G_inv[1,1] = G0_inv[0,0] = G0_inv[1,1] = e-e_0+offset*1j
86 G_inv[0,1] = G_inv[1,0] = -v
87 G0_inv[0,1] = G0_inv[1,0] = 0
88 G = la.inv(G_inv)
89 G0 = la.inv(G0_inv)
90 g_22 = G[1,1]
91 g0_22 = G0[1,1]
92 A_22 = - (1 / np.pi) * np.imag(g_22)
93 A0_22 = - (1 / np.pi) * np.imag(g0_22)
94 return A_22 , A0_22 # A_22: 2. Spektralfunktions -Matrixelement fuer

endliches V, A0_22: 2.
Spektralfunktions -Matrixelement
fuer V=0

95

96

97 def main(path , e, offset):
98 # Berechnung und Darstellung des Imaginaerteils der

Hybridisierungsfunktion; path:
Dateipfad zur 2x2 -Hamilton -Matrix ,
e: betrachteter Energiebereich in
eV; offset: minimale Verschiebung

99 hamiltonian = extract(path)
100 print(hamiltonian)
101 delta = np.zeros(len(e), dtype=np.float64)
102 for i in range(len(e)):
103 delta[i] = np.imag(hybridization(hamiltonian , e[i], offset))
104 print("Das Maximum des Imaginaerteils der Hybridisierungsfunktion liegt

bei", e[np.argmin(delta)], "eV und
hat einen Betrag von", np.abs(

delta.min()), "eV.")
105 fig , ax = plt.subplots(layout="constrained", dpi=200)
106 ax.plot(e, delta)
107 ax.set_xlabel(r’$\epsilon \ [\text{eV}]$’)
108 ax.set_ylabel(r’$\mathfrak{I} (\ Delta_1 (\ epsilon)) \ [\text{eV}]$’)
109 ax.set_xlim([e.min(), e.max()])
110 ax.set_ylim([delta.min() - 50 , delta.max()])
111 ax.xaxis.set_major_locator(ticker.MultipleLocator(2))
112 ax.xaxis.set_minor_locator(ticker.MultipleLocator(0.4))
113 ax.yaxis.set_major_locator(ticker.MultipleLocator(100))
114 ax.yaxis.set_minor_locator(ticker.MultipleLocator(20))
115 ax.tick_params(which=’both’, top=True , right=True)
116 ax.grid(True)
117 plt.show()
118

119 #Anwendungsbeispiel:
120 main("./hydra/d00/closed/hamiltonian", np.linspace(-10 , 10, 10000), 0.1)



B. Zusätzliche Daten 43

B. Zusätzliche Daten

x [Å] εg09
+ [eV] εg09

− [eV] εorca
+ [eV] εorca

− [eV] ∆ε+ [eV] ∆ε∗− [eV]

0.0 −16.270 3.4772 −9.8426 10.035 6.4274 0.1304

0.4 −10.295 1.8829 −7.2864 3.2073 3.0086 1.6842

0.8 −7.1548 −0.1083 −5.7762 −0.1395 1.3786 1.4098

1.0 −6.1549 −0.9136 −5.2310 −1.1069 0.9239 1.1172

1.2 −5.4016 −1.5532 −4.7866 −1.7803 0.6150 0.8424

1.6 −4.4031 −2.4017 −4.1367 −2.5665 0.2664 0.4312

1.8 −4.0787 −2.6616 −3.9058 −2.7854 0.1729 0.2967

2.0 −3.8355 −2.8455 −3.7241 −2.9342 0.1114 0.2001

Tabelle 3: Die Tabelle zeigt die bindenden ε+ und antibindenden ε− Eigenenergien in eV für verschiedene
Auslenkungen x in Å eines Wasserstoffmoleküls aus dem Gleichgewichtszustand dGG = 0.75 Å, berechnet mit
den Programmen Gaussian (g09) und Orca (orca). Da der Energienullpunkt beider Programme voneinander
abweicht, wurde zunächst die Energiedifferenz ∆ε+ = εorca+ − εg09+ berechnet. Daraus folgte dann die
tatsächliche Energieabweichung ∆ε∗− = (εorca− −∆ε+)− εg09− . Diese ist vor allem für mittlere Auslenkungen
vergleichsweise hoch, sodass die Rechnungen in Zukunft am besten mit dem gleichen Programm ausgeführt
werden sollten.
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